Escola Secundaria/3 da Sé-Lamego

Proposta de Resolucao da Prova Escrita de Matematica
03/04/2000 Turma A - Provas 1e 2 12.° Ano

Nome: N.°: Turma: ___

1.2 Parte

| 1M | 20 | 30 | 4@ 50 I
Questao 1-a) 1-b) 2 3 4
Prova 1 C D B C B
Questao 3-a) 3-b) 2 1 4
Prova 2 H E G H

2.2 Parte

a) O dominio da fungéo & Df ={xeIR:x>0}=IR".

Ora, f'(x):5><l—l=£—l e f"(x):—i,paratodoo xelR*.
X 2 x 2 x2

Como f""(x)<0,Vx € Dy, isto é, como " é sempre negativa, entédo o grafico da fungéo tem sempre a
concavidade voltada para baixo.

b) A fungéo é continua, pois € derivavel em todo o seu dominio.

Os limites nos "extremos" do dominio sao:

lim f(x)= lim (5Inx - 2) = —o
x—0" x—0" 2

lim f(x)= lim (5Inx—§): lim [xx(Sln—X—%)}:—oo,pOis lim MX _o.
X

X—>+0 X—>+0 X—>+0 X—>40 X
Como f'(x) = ﬁ_% = 102_ X >0,Vx e ]0,10[, a fungéo é estritamente crescente em ]O 10[.
X X
Como f'(x) = é —% = 102_ X <0,Vxe ]10, + oo[, a fungio é estritamente decrescente em ]10, + oo[.
X X

Portanto, f(10) =5In10 -5 é maximo absoluto da fungéo.
Assim, podemos concluir que D'; = ]—oo, 5In10 - 5].

o tim 1% im (5'”—"—%):5x0—1=—%.

X400 X X400 X 2

Como a funcgédo é continua no seu dominio, apenas poderd existir uma assimptota verticalem x=0.

E essa assimptota existe, pois, de acordo com a alinea b), lim f(x)= lim (5Inx—1) =—o©.
x—0* x—0" 2
f(x)

Apenas podera haver uma assimptota n&o vertical em torno de +« . Apesarde |lim —= = —% (alinea c)) ndo
X—+o X

h& assimptota obliqua dado que lim (f(x)+lx) = lim (5Inx) =+ .
X—>+00 2 X—>+o0

Portanto, o grafico de f admite apenas uma assimptota vertical de equagédo x=0.
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42y 401
a) im d2=t)er o [(12—t).e°’1t]= (12-0)x1=12.
t—0* t t—0*
(12t -t2)e%t . . . .
Como lim — =T'(0"), podemos dizer que no instante em que nasce o dia em Altair a temperatura
t—0"

cresce a taxa de 12° C por hora.

b) Ora,

0,1t 0,1t (42 _
T'(t)=|(12t - t2).e0'1t] =(12-26)e%" + (12t~ t2)x 01x %" =& (12020t + 12t - t2)= - & (17 + 8t = 120)
10 10

Calculemos os zeros do polindmio t? +8t—120:

B _ 5
_8+T M’Qt:MQt:—4—2\/§Vt:_4+Zm

t2+8t-120=0 <t = 5

Tendo em consideragao o sinal da fungdo quadratica, podemos construir uma tabela de variagédo da fungao no
contexto do problema (1= -4 + 2434 ):

t 0 t 12

_ g0t - - - - -

t2 +8t-120 - - * +

T'(t) + + 0 - -
T(t) 7 ~715 N

Concluimos, portanto, que a maxima temperatura ocorre —4 + 2434 horas apds o inicio do periodo diurno.
Essa temperatura maxima é aproximadamente 71,5 ° C.

b+3

ogs(>=2) . logg(23)
o(b+3)-glb) _logy(b+3)~logy(b) 1 0 b3, 1 00T, 1 T s
3 3 3 b 3 logg 2 3 % b

a) tmv(g)pp+3]=

b) Tendo em consideragéo que a derivada de uma fungdo num ponto € o declive da recta tangente ao grafico
dessa fungdo nesse ponto, sera entdo condigdo necessaria f'(a) = g'(b) .

2
Como f'(x)=In2x2* e g'(x):ixl,entéo f'(a)=g'(b) &In2x22 =ixl,donde 2° :lx A .
In2  x In2 b b \In2

4. Consideremos a fungao real de variavel real definida por f(x) = e — x —Inx, de dominio IR* .

Como a fungdo é a soma de fungdes continuas, sera continua no seu dominio e, em particular, em qualquer intervalo
fechado contido no seu dominio.

Ora, f'(x)=-1 A <0, paratodo o x € Dy . Logo fé uma fungéo estritamente decrescente (no seu dominio).
X

Portanto, caso a funcdo admita um zero ele serd unico (1) (tendo em consideragao a monotonia de f).

Consideremos o intervalo [1, e] (onde a fungéo é continua).
Ora,
f()=e-1-0>0
fle)=e-e-1<0
Logo, f(e)<0<f(1).
Portanto, de acordo com o teorema de Bolzano, existe pelo menos um valor x4 € ]1 e[ tal que f(x4)=0. Isto &,
existe pelo menos um zero de f no intervalo considerado.

Conjugando esta Ultima conclusdo com (1), concluimos, portanto, que a fungéo f admite apenas um zero.
Consequentemente a equagéo dada tem apenas uma solugao.
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5. Podemos considerar 3 grupos de caracteres: com 2 pontos, com 4 pontos € com 6 pontos.
Em cada um destes grupos, os caracteres sdo distintos quando os pontos considerados ocupam posigao diferente
na grelha considerada. Trata-se, portanto, de considerar os diferentes conjuntos com um ndmero par de pontos da
grelha, escolhidos entre os 6 possiveis.
6! 6!

Assim, podemos obter 6C2 +GC4 +GCG = ﬂ+ yTvG +1=15+15+1=31 caracteres diferentes com um nimero par
X4 XL
de pontos em relevo.
6. Consideremos o diagrama ao lado que ilustra os resultados possiveis do jogo, P lagamento  2°langamento  Resuitad
onde: C2 Vitoria
e C4: O jogador concretiza o 1.° lance livre c
1
e C,: O jogador concretiza o 2.° lance livre —
Cy Empate
C Empate
Assim, p(E) = p(C1 nCz)+p(C1NCy). =
1
Como os acontecimentos s&o independentes, temos: -
P(E) = p(C1)x P(C3) + P(C1) x p(C2) = 0,7 x 03+ 03 x 0,7 = 0,42. Cc  Derota

Portanto, a probabilidade de o jogo terminar empatado é de 42%.

7. X=0216x0+0432x1+0,288x2+0,064x3 =12

o= Jo,21 6x(0-12)% +0,432x(1-12)% +0,288 x (2 - 12)? + 0,064 x (3 - 1,2)%> ~ 085

A esperanga matematica e o desvio padréo da variavel aleatéria X s&o, respectivamente, 1,2 e 0,85 (2 c.d.).

n
A. Considerando a férmula do binémio de Newton ((a+b)" = z Cy x a" ™k x pk ), temos:
k=0
n
(1-1" = z NC, x (1)K x (=1)K="Cq x 17" x ()% +7Cy x 1™ x (1)1 47Cy x 172 x (=12 + . 4+"C,, x 10 x (-1)" .
k=0
Como (1-1)" =0,vnelIN , temos "Cy-"Cy+"Cy —...+(-1)"x"C,, =0, c.q.m.

B. Aplicando a definigdo de probabilidade condicionada, temos:

p(A|B) = PACBE) e p(B|A)= m com p(A)>0 e p(B)> 0, pois A e B sdo acontecimentos possiveis.

p(B) p(A)
Se p(A) > p(B), entdo a primeira das frac¢cdes designara um valor superior ao designado pela segunda, pois elas
possuem iguais numeradores.

Isto é, p(A|B)> p(B| A).Consequentemente, p(A|B)> p(B|A), c.qg.m.

C. Tendo em conta a sugestédo dada, como x = uq x r"1 entso:

log, X =log,(us xr™") e, portanto,
log, X =log,(uq) +log, (r"™"), donde

log, x =log, (uq) +(n—1)log,(r)

relativamente a qual o 2.° membro é o termo geral de uma progresséo aritmética cujo primeiro termo é log,(uq) e

cuja razao é log,(r), c.g.m.

D. Consulte a pagina 134 do 2.° Volume do Infinito 12 (p.e.).
FIM
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®)

4)

1
x-3°

Como o dominio de g é IR, excluem-se de imediato as fungdes definidas por g(x)= In[

Xj e g(x)=

Qualquer uma das restantes verifica a condigo relativa & assimptota, pois  lim (—ex_z) =0e Ilm (—2X_2) =0.

X—>—00 X—>—0

Vejamos quais as derivadas destas fungdes no ponto x=2:
Como

g1(x)= (_ex—Z). =—(x- 2)..ex—2 - _eX2
e

g2 (x)=(-22)=-In2x (x - 2).2X 2 =—In2x 22
entdo g'1(2)=-1e g2 (2)=-In2=-1.
Como lim g(x)=-1=9g(2), entdo tera de ser lim f(x)=-1.

x—2F X—2"
Donde, lim (In(k -x)-1)=-1< lim (In(k —x))=0< k=3, pois lim (Iny)=0.
x—2" Xx—2" y—-1"

1 1
n 2n |2 m|2 .
lim [1+ij = lim (1+i] =| lim [1+i] —e2=\e.
N—-+o0 2n N—-+o0) 2n M=+ m

A informacéo relevante para a escolha sera: O grafico tem a concavidade voltada para baixo em ]—2,0[ (g"(x)<0 para

—2 < x < 0) e possui um ponto anguloso em x =1 (g'(1) ndo existe).

!
Tendo em conta as propriedades do Triangulo de Pascal, sera 10="C,,_41 =10="C,_1=10= ﬁ <10=
Ix(n —1)!
.10 10!
Logo, o elemento pedido & "“Co =——=45.
2!x8!
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