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1. O grafico apresentado pode ser uma representagdo geométrica da funcao f, real de variavel real, definida por:
[A] f(x)=|senx| 11

[B] f(x)=sen]2x|

- =

[C] f(x)=|cos2x| 0
—0.57 —0.257 o 0257 Q.51

[D] f(x)=cos|x|

2. O valorde Iimw

éigual a:
h—0 h

[A] 0. B] -1. [C] O. D] 1.

3. A curva representada é uma
representacao da fungao real de
variavel real definida por:

+7

[A] y=4senX6 .

a7 50 —4nm -3n -2m  -ln o 1 27 3m A7 57 =1 T
X
[Bl] y=4sen(—=-5x).
6 -2

[C] y=4senx+65”. -4

-

[D] y=4sen6(x+5x).

4. O valor exacto de cos% é:

246 6-\2 o V26
4

A . D] 0,258819045.
[A] 2 2 (D]

5. A fungao derivada de ordem 18 da fungdo f: x — senx é definida por:

[A] x—>cosx. [B] x— -senx. [C] x— —cosx. [D] x—>senx.

6. Se f(x):x2 cosx , entdo f'(Z) éigual a:

[A]l -=. Bl ~. 1 ——. [D]

-l>|*‘,\,

7. Sef:IR — IR é uma fungao derivavel tal que Vx e IR, f(x)=—-f(-x), entdo pode concluir que

[A] f(x)=cosx. [B] f(x)=senx. [C1 f'(x)=-f'(-x). [D] f'(x)=Ff"(-x).



8. A figura representa parte do grafico da fungao definida por:
[A] tg(x-2). 4
2

T

[B] 2tg(x+ E) . 0 x
—0. s -0 5 =025 I 257 0. 5m Aam v

[C] tg(2x+%).
D] tg(x+2).
D] t9( 4)

9. Uma fungao f, real de variavel real, é
periddica. O grafico seguinte representa a

fungao |f| em parte do seu dominio.

Uma possivel expressdo analitica da fungao

é:
[A] fgx.
[B] tg(2x).
[C] 2tgx.
[D] 1+tgx.

10. Ainda em relagéo a fungao anterior, o
dominio da fungéo derivada de |f| é:

A] IR\VI-ZZ 37Tl B] R\Ix:x=kZ kez!.
22 2 2
[C] IR\{x:x—kn+%,keZ}. [D] IR\{x:x;tk%,keZ}.
11. A representacéo grafica de uma fungédo g em [0, 27r] éa ~y
seguinte:
Quanto a existéncia de assimptotas do grafico da
funcéo l no mesmo intervalo, pode afirmar-se que: x
g N
0 0.5m 1 1.5m T

[A] Nao existem.

[B] Sédoasrectas x=0, x=7 e x=2r.

[C] Sédoasrectas x=0e y=0.

[D] Saoasrectas x=0, x:l .
V4 2r

senx

12. Relativamente & quest&o anterior, sabendo que a expresséo analitica da fungdo g é g(x) = T oosx’
+COS X

contradominio de g é:

[A] [-l 1] B [11]. 1 |33 [D] {—‘Eﬁ}

22 3



13. Um navio encontra-se atracado num porto.
A distancia h, de um dado ponto do casco do navio ao fundo do mar, varia com a maré.
Admita que h é dada, em fung&o do tempo x, por h(x)=10-3cos(2x).
A distancia desse ponto do casco ao fundo do mar, no momento da maré-alta, é:

[A] 4. [B] 10. [C] 13. [D] 16.

14. Considere a fungao f definida por f(x) = sen (x2) .
Indique qual das expressdes seguintes define f', fungao derivada de f.

[A] 2x.cos(x2). [B] cos(xz). [C] 2x.cos(2x). [D] —cos(xz).

e +k < x<0
15. Para um certo numero real k, € continua a fungdo m definida por m(x) =4 senx

= x>0
X
O valor de k é
[A] -1. [B] O. [C] 1. [D] 2.
16. Considere a funcéo ¢, real de variavel real: t(x)= _senx .
1- sen(z - X)
2
a) Determine o seu dominio.
b) Estude os limites laterais de t quando x tende para zero.
c) Mostre que t'(x) = ;1 e conclua qual a variagdo da fungéo t, no intervalo b 27[[.
CoSs X —
17. Considere a fungao real de variavel real g, assim definida: g(x) = ::ostZX .
a) Determine o dominio de g.
b) Sabendo que sen(« + %) = —% e a pertence ao 3.° Q, calcule g(«).
c) Calcule se existir lim g(x).
x->Z
4
18. A pedido de um dos clientes, um fabricante tem de construir B

pecas metalicas de area maxima com a forma de um
trapézio, em que AB=BC=CD =2dm.

Designado por ¢ a medida da amplitude (em radianos) do
angulo ADC:

a) Exprima a altura h do trapézio e o comprimento da base
maior em fungdo de 6.

b) Prove que a area A(9) do trapézio é dada, em decimetros quadrados, por A(0)=4send +2sen26 .
c) Determine o valor de @ para o qual a area do trapézio € maxima e calcule essa area.

d) Calcule lim @
60 0



19. Considere a fungao real de variavel real assim definida: h(x) =1- x +sen2x.

a) Calcule, se existir, lim M .
x—0 X

b) Estude a monotonia de h no intervalo [0, z].

c) Mostre que a equacé@o h(x) =0 tem uma Unica solugdo, xq, em [0,5; 2] e determine um valor aproximado de

Xg , por defeito, a menos de uma centésima.

20. Considere a fungéo real de variavel real g, assim definida: x — sen? X +Cos X .

- . 27 57
a) Prove que a fungdo g tem pelo menos um zero no intervalo 35 |

b) Determine os intervalos de monotonia de g, no intervalo ]O 27:[.

c) Determine, no intervalo }0, %{ , a abcissa do ponto onde o grafico de g admite uma tangente horizontal e

escreva uma equagéao dessa tangente.

21. Na figura ao lado encontram-se
representadas duas ondas definidas

por f(x)=2senx e g(x)= 259!’1(%)-

-

a) Indique em que intervalo varia g & 1Wﬂ
T 1z
quando xe |—,— .
}2 3[

b) Determine b € IR, de modo que
y = —x+ b seja uma equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto A, assinalado na figura.

c) Calcule “mg_(x)_
x—>0 X

d) Considere, no intervalo [0,471'], aonda ¢ definida por ¢(x)=f(x)—g(x).
Recorrendo ao grafico, indique para que valores da variavel independente ¢ € positiva.

22. Para iluminar uma regido circular de 2 metros de raio, coloca-se um foco sobre a vertical que passa pelo centro
dessa regido. A intensidade luminosa do foco, em certa unidade, é dada por:
| _sena
h? +4
sendo h a altura em metros, a que se coloca o foco e « 0 angulo assinalado na figura.

a) Mostre que / é dada,
a1) em fungdo de «, por /(a) = %COSasen2a.

_3
2

a2) em funggo de h, por I(h) = h(4 + h?)

b) Calcule lim ) .
a—0 1(2a)

c) A que altura se deve colocar o foco para que a intensidade luminosa seja maxima?



23. O ponto P move-se sobre a circunferéncia de raio 1, no sentido positivo, a partir de A e
percorrendo 1 grau por segundo. Um foco luminoso F, situado em (0, 2), produz a sombra A
de Psobrealinha y=-2. ?

4 cost

a) Prove que x(t), abcissa do ponto sombra, é dada por x(t) = 5 —sent’
—sen

P (cos t, sent)

(Note que o ponto sombra ¢ a intersecgdo de duas rectas.)

b) Determine ao fim de quantos segundos a abcissa x(t) atinge o valor maximo.

c) Em que instantes, a abcissa x(t) varia (isto €, aumenta ou diminui) com maior
rapidez?

24. O péndulo de um relégio move-se continuamente afastando-se e aproximando-se
do centro O. No instante t segundos, a distancia ao centro é dada, em cm, por:

d(t) =[5sen(4xt)

a) Qual é a maior distancia a que o péndulo se encontra do centro? Certro

b) De quanto em quanto tempo o péndulo passa pelo centro?

c) Qual a velocidade do péndulo no instante ¢ = % segundos?

d) Faga um esbogo do gréfico de d: t — d(t) em {O, %}

e) Determine para que valores de t {0, ﬂ , a distancia que separa o péndulo do centro é inferior a 2,5 cm.

25. Numa fabrica de ceramica produzem-se tijoleiras triangulares. Cada peca é
um tridngulo is6sceles de lado a, constante, como mostra a figura:

a) Mostre que a area de cada pega é dada, em fungdo de @, por:

2
A(e):%sen(ze), (0<9<%; a>0).

b) Para que valor de 8 a area de cada peca serd maxima?

c) Justifique que, se o lado a de uma pega de tijoleira for menor que \/5 , @ area da peca sera inferior a 1,
qualquer que seja o valor do angulo 6.

VA
A(=+6)
d) Seja L= lim ZT . Justifique que ndo existe logaritmo de L, qualquer que seja a positivo e seja qual for a
60"
base do logaritmo.

2
e) Sejaf 0 — a7sen(26) ,

(0 €lR, a constante).

Sabendo que a figura ao lado
representa parte do grafico de

k +f (com k constante), determine
os valores de k e de a.




26. Na figura estao representadas duas circunferéncias de centros C e

C’ e raios 10 e 15 cm, respectivamente. As semirectas t1 e t2 sdo
tangentes as duas circunferéncias e formam entre elas um angulo

g tal que 0<6s%.

a) Sendo CC' a distancia entre os centros das duas

circunferéncias, mostre que, na unidade considerada,

cc-_>

rE
sen2

b) Para que valor do angulo & as duas circunferéncias sao

tangentes? (Aproximacédo a menos de 0,01 rad).

c) Qual é a menor distancia que pode existir entre os centros das duas circunferéncias?

d) Considere a fungdo de variavel real d: 6 —

27.Uma roda gigante de um parque de diversdes tem doze cadeiras,
numeradas de 1 a 12, com um lugar cada uma (ver figura). Seis
raparigas e seis rapazes vao andar na roda gigante e sorteiam
entre si os lugares que vao ocupar.

a)

b)

5 A

9
sen 2

d1) Justifique que o grafico de d é simétrico em relagéo a origem
do referencial.

d2) Sabendo que em ]O 27r[ o grafico de d tem a seguinte a
representacao, indique o valor de a e o contradominio de d.

Qual ¢ a probabilidade de rapazes e raparigas ficarem
sentados alternadamente, isto é, cada rapaz entre duas
raparigas e cada rapariga entre dois rapazes?
Apresente o resultado na forma de percentagem.

Depois de toda a gente estar sentada nas respectivas
cadeiras, a roda gigante comeca a girar. Um dos rapazes, o
Manuel, ficou sentado na cadeira nimero 1. No instante em
que a roda gigante comeca a girar, a cadeira 1 esta na
posicéo indicada na figura acima. Admita que a distancia, em
metros, da cadeira 1 ao solo, t segundos ap6s a roda gigante
ter comegado a girar, € dada por

dit)y=7+ 53en(%) .

b1) Determine a distancia a que a cadeira nimero 1 se encontra do solo no instante em que a cadeira comega
a girar.

b2) Esboce o grafico da fungao d, para t € [0,75].

Assinale as coordenadas dos pontos correspondentes aos extremos da fungdo. Da andlise do grafico,
indique quanto tempo demora o Manuel a dar uma volta completa.

b3) Resolva a equagdo d(t)=9,5 para t e [O, 75].
Indique, justificando, quanto tempo demora o Manuel a encontrar-se pela primeira vez a uma distancia de

9,5 metros do solo, depois da roda gigante ter comecgado a girar.

b4) Indique, justificando, qual € o comprimento do raio da roda gigante.



28. Considere a fungéo g definida em [0, 71'] por g(x) =senx+sen(2x).

a) Determine os zeros da fungao g.

b) Estude, quanto a existéncia de assimptotas, a fungéo h definida em [0, 27r]\ {%} por h(x) =
co

c) Mostre que, para qualquer x e }O, %{ , g(x) é a area de um tridngulo

[ABC], em que:

e x é a amplitude do angulo BCA;

e BC=2 ;
e [BH] é a altura relativa ao vértice B;
o AH=1.

29. Duas povoagdes, A e B, distanciadas 8 Km uma da outra, estdo
a igual distancia de uma fonte de abastecimento de agua,
localizada em F.

Pretende-se construir uma canalizagéo ligando a fonte as duas
povoacgdes, como se indica na figura ao lado. A canalizacéo é
formada por trés canos: um que vai da fonte F até um ponto P e
dois que partem de P, um para A e outro para B. O ponto P
esta a igual distancia de A e de B.

Tem-se ainda que:

e 0 ponto M, ponto médio de [AB], dista 4 Km de F;

e x & aamplitude do angulo PAM ( x {O, %} )-

a) Tomando para unidade o quildbmetro, mostre que o comprimento total da canalizagdo € dado por:

8 -4senx

c(x)=4+
cos X

e que E=4—4tgx.

SUGESTAO: Comece por mostrar que PA= 4
cos X

b) Calcule c(0) e interprete o resultado obtido, referindo a forma da canalizagdo e consequente comprimento.

c) Determine o valor de x para o qual o comprimento total da canalizagdo € minimo.

30. A figura ao lado representa um canteiro de forma circular com 5 m de raio.
O canteiro tem uma zona rectangular, que se destina a plantacéo de flores, A
e uma zona relvada, assinalada a sombreado na figura .

Os vértices A, B, C e D do rectangulo pertencem a circunferéncia que limita
o canteiro. X

Na figura estdo também assinalados:

e dois diametros da circunferéncia, [EG] e [HF], que contém os pontos
médios dos lados do rectangulo;

e 0 centro O da circunferéncia;

G
e 0 angulo BOF, de amplitude x (x e }O%{ ).

a) Mostre que a area (em m2) da zona relvada (parte sombreada) é dada, em func&o de x, por

r(x) = 257 —50sen(2x) .

. . T T
b) Recorrendo ao Teorema de Bolzano, mostre que existe um valor de x compreendido entre r e 7 para o qual

a area da zona relvada é 30 m2.



31. Na figura

B
e o tridngulo [ABC] é is6sceles (A_B = %)
o [DEFG] é um rectangulo
e DG=2
e DE-=1
e x designa a amplitude do angulo BAC £ H .
a) Mostre que a area do triangulo [ABC] é dada em fungao de x, por 1 j
X "l
f(x):2+tgx+tgix (xe pa). ATTD ‘ s
~ ~ 1 |
NOTA: Pode ser-lhe util reparar que BEF = BAC .
b) Mostre que f'(x)= - CZOS (2X)2 (f' designa a derivada de f).
sen“ x.cos“ x
c) Determine o valor de x para o qual a area do triangulo [ABC] € minima.
32. Considere a fungdo f: IR — IR, definida por f(x) =sen(x) —%sen (2x).
a) Recorrendo a defini¢cdo de derivada de uma fungdo num ponto, determine f'(0).
b) [ABCD] é um trapézio is6sceles; os lados [AD] e [BC] sao paralelos. A D
Tem-se que:
« AB-BC-CD-1 1 1
e AD<1
Seja a a amplitude do angulo ABC (a e }ﬁ,f} ).
3 2 a
\
B 1

b1) Mostre que, para cada « e }%%} , a area do trapézio é igual a

f(a).

b2) Determine f(%) e interprete geometricamente o resultado obtido, caracterizando o quadrilatero que se

obtém para a = % .

SOLUCOES

1 2

16. 17.

a) Dy ={xelR:x#2kr keZ} a) Dg:{XGIRZX?&%-‘rkﬂ'/\Xi%‘f‘kﬂ',kEZ}
b) lim t(x)=-o0; lim #(x)=+o
x—0~ x—0* 28

b) g(a)

c) té decrescente no intervalo considerado, visto 25
t'(x)<0,vx e ]O 27r[, pois cosx <1, Vx e ]O,27r[.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

c)

a)

c)

d)

a)

b)

c)

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

b)

c)

h=2send; AD =2 +4cosé
A area é maxima para 6 = %

A 4rea maxima é 343 dm2.

lim A) =8
-0 0

lim 1) =1 _
x—0 X

1

h é crescente em {0, %} eem [% n} ;

h é decrescente em {%%} .

1,03 é um valor aproximado, por defeito, a menos
de uma centésima, do zero.

Aplique o teorema de Bolzano.

g é crescente em 0,£ eem ﬂ,s—” ;
3 3
g é decrescente em |:%7Z’:| eem [5?” 2z [

% € a abcissa do ponto pedido.

Uma equacgao dessarecta é y = % .

Como g é continua, varia em ]—1, 2].

b:\/§+2_7z

3
lim g_(X):_l
x=0 X 4

A diferenga f(x)— g(x) é positiva nos intervalos
em que o grafico de ffica acima do grafico de g,

ou seja, em 0,2—” U 27[,10—”.
3 3

% € a abcissa do ponto de interseccéo dos

graficos abaixo do eixo dos xx e pode ser
determinado usando os calculos da alinea b).

) 1

lim ——=—

a—012a) 2
A altura a que se deve colocar o foco para que a
intensidade luminosa seja maxima é \/5 metros.

b) Como % rad corresponde a 30° e o ponto P

percorre um grau por segundo, podemos concluir
que a abcissa x(t) atinge o valor maximo ao fim

de 30 segundos.
c) Determinar os instantes em que x(t) varia com

maior rapidez é determinar os instantes

correspondentes aos extremos de x'(t) .
X' (t) = -8 cost(1 +s§nt) .
(2 -sent)

Como Lenta >0,vt >0 e cost, quando se
(2 —sent)
anula, muda de sinal, todos os zeros de x''(t)

sao extremos relativos de x'.
Podemos, entdo, dizer que os instantes em que
x(t) varia com maior ou menor rapidez sdo

(90 + k x 180) segundos, com k e Z§ .

24,
a) 5cm

b) O péndulo passa pelo centro de % em %

segundos.

c) A velocidade pedida é 1Ox/§7r cm/s.

.|
|
|
mdo o
|
|
'
|
|
|
|

25.
b) A area & maxima quando sen(26) é maximo, ou

seja 1. Logo, 9:%,pois 0<9<%.

d) L=-a°.
Como —a? < 0,Va eIR™ e como o dominio da

fung&o logaritmica é IR*, ndo existe logaritmo
de L em qualquer base.

k=1
e)
a=3 v a=-3

26.

b) As duas circunferéncias sdo tangentes se e sé se
a distancia de um centro ao outro ¢ igual a soma

dos raios, donde seng = l .
2 5

Quando o angulo medir aproximadamente 0,40
radianos as duas circunferéncias sao
praticamente tangentes.



outro de M a B) e o seu comprimento é de 12

c) CC' é minimo quando o denominador da fracgédo Km

for maximo, pois o numerador é constante.
A menor distancia entre os centros das duas

circunferéncias é 5\/5 cm.
d1)Como d(-6)=d(0),V8 e Dy, isto é, como d é

uma fungao impar, esta garantido que o seu
grafico é simétrico em relacdo a origem do 30.
referencial.

d2)a=5; |-o,—5]ul5,+ .

T,
c) 5 € o valor de x para o qual g toma o seu valor

minimo.

b) A funcgdo g é continua em {%%} , pois é

continua no seu dominio, visto ser a soma e o
produto de fungdes continuas em IR.

1@l Por outro lado, g(ﬁ) <30 e g(ﬁ) >30.
a) p-2294@ :‘;X& =0,216% 4 6

T T
Logo, g(—)<30< g(—).
go, g( 4) 9( 6)
Portanto, de acordo com o teorema de Bolzano,

Ix e }%Z[ 19(x)=30.

31.
b)
1 00 12
fllx) = 0+——+—8X
O ponto (45, 2) corresponde ao minimo da 1COS X t,lg X
funcéao. = >~ 5
Os pontos (15, 12) e (75, 12) correspondem aos cos” x cos? x sen” x
maximos (absolutos) da fungao. "cos? x
O Manuel demora 1 minuto a dar uma volta. 1
b3) {5, 25,65} ; cos?x sen®x
A primeira vez que o Manuel esta a 9,5 m do solo B sen? x — cos? x
€ apos a roda rodar durante 5 segundos. sen? x.cos?2 x
b4)5 metros. _ __cos(2x)
sen? x.cos? x
) c) % € o valor de x para o qual a area do triangulo
T
a) {O’T’”} [ABC] é minima.
b) Pelo facto do dominio de h ser um conjunto
limitado, ndo tem sentido procurar assimptotas 32.
nao verticais. a)
O unico ponto de acumulagéo do dominio da
. - F(x)-f(0)
.o . 7 . f'0) = lim ———
funcéo ndo Ihe pertencente & x = 5 pelo que s6 X—0 X
1
. . senx —sen(2
podera haver assimptota vertical nesse ponto. = lim X2—(X)
Apenas existe uma assimptota vertical bilateral x—0 X
x _ lim S&NX 1 lim S€N (2x)
de equagdo x = 5 pois lim h(x)=+w € T x50 X 2x50 X
xZ . senx . sen(2x)
2 = lim — lim
. x—0 X x—0 2x
lim h(x)=-ow. = 1-1=0
Xﬁ% V1 T 2
b2) f(=)=sen—=-=senz =1-0=1.
c) Base=1+2cosx; Altura=2senx; 2 2 2
Area = UF 20032")-239”)( — senx +sen(2x) . Para o = % , 0 quadrilatero obtido é um
quadrado de lado 1, sendo a sua area f(%) =1
8-4x0 O Professor

b) c(0)=4+f:12.

Na situagédo de a amplitude do angulo PAM ser
de 0° (x =0), a canalizagéo toma a forma de um

T invertido (um canode F a M, outrode Ma A e



