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Ano Lectivo de 2003/04 Funcdo composta e derivada da fungdo composta 12.° Ano

Nome: N.°: Turma: __

Funcdo composta

1. O gréfico | da-nos a velocidade v de um J
nadador em fungdo do tempo t. t
O gréfico Il da-nos o consumo c de oxigénio /
do nadador em funcado da sua velocidade v.
t € medido em segundos, v em metros por
segundo e ¢ em litros por minuto. Craf

a) Recorrendo aos graficos dados,
determine o consumo de oxigénio do -
nadador apds 20 segundos de { - { ;’
natacéao. 1 - £

b) Apoés quanto tempo de natacéo é o ; .
consumo de oxigénio igual a /
15 I/min?

Ha situagcBes, como acontece no problema
anterior, em que a solugdo resulta de usarmos uma imagem obtida por uma funcéo, como original para outra funcéo.

Este é um exemplo de como, a partir de duas fungBesfe gtaisque f: t ® v =f(t) e g: v® g(v) se pode construir
uma nova funcgéo, cuja variavel independente é o tempo t (variavel independente de f) e cuja variavel dependente é
o consumo c (variavel dependente de g), assim definida:

t® c=g(f(t)

A expressao g(f(t)) lé-se "g de f de t", em que t representa qualquer elemento do dominio de f cuja imagem f(t)
pertence ao dominio de g.

Esquematizando

h=gof

f g

Diz-se, nestas condicdes, que h é a fungdo compostade g com f e escreve-se h=gof .

Sendo f uma fungéo de dominio D; e g uma fungdo de dominio Dy, chama-se
compostade g com fafuncdo gof assim definida:

(@°H)) =g(f(x)), " xT Dy

Dg.t ={xT IR:xT Ds Uf(x)T Dy}




Exemplo

1. Sejam f e g funcdes reais de variavel real tais que f(x) = 1 e g(x)=2x+3.
X

a) Calcule (gof)(-1) e (f -g)(0).
b) Caracterize fog.

c) Caracterize foqg.

Resolucao:
a) (9ofH)-D=9g(f(-D)=9(-D=1¢e (fog)(0)=f(g(0))=f(3)=%-
b)
Drg = {xT IR:xT Dy Ug(x)T Dy}
= {x1 IR:xT IRU@2x +3)T IR\ {0}}
= {xT IR:2x+31 0}
= R\{-3}
_ _ 1
(fog)(x) =f(g(x)) =f(2x +3) = 2% +3
fog: IR\{-3}® IR
Logo,
® 1
2x+3
c)
Dgt = {xT IR:xT Dy Uf(x)T Dy}
= {xI IR:x? ouli IR}
X
= IR\{0}
(@N0=g0(x) =g(3) =22 +3=2+3
X X X
gof : IR\{0}® IR
Logo,
X® E+3
X
Exercicios

2

2. Sejam f e g fungdes reais de variavel real tais que f(x) =x“ e g(x) =4x.
Caracterize fog e gof.
3. Sejam f, g e h trés fungbes polinomiais definidas por:
f(x) = x2 ., g(X)=x+3 e  h(X)=x-2

Represente graficamente as fungbes fog, foh, gof, hof e goh.



4. Sejam f e g fungOes reais de variavel real tais que f(x) = X°+x e g(x) = % .
X -

Caracterize gof.

Derivada da funcdo composta

A derivada da fungdo compostade fcom g (f og) pode ser obtida através das
derivadas das funcdes f e g, da seguinte forma:

(fog)(x)=f(g(x)" g'(x)

ou Dyy =Dyy.Dyu ou d_yzd_yxd_u sendo y =(fog)(x) e y=f(u) e u=g(x)
dx du dx

20

Sendo y = (x? +10)%°, podemos considerar y = (f cg)(x) com f(x) =x?° e g(x) =x? +10.

A derivadade y = (x2 + 20)20 pode ser obtida pela regra da derivagdo composta, também conhecida como regra de
derivacdo em cadeia, da seguinte maneira:

f'(x) = 20x*°
g'(x) = 2x
Logo, y'(x) = (f o g)'(x) = f'(g(x))" g'(x) =f'(x? +10)" (2x) = 20.(x? +10)1%.(2x) = 40x.(x> +10)*°.

Ou

0

Sendo y = (x2 +10)20, podemos considerar y = u?® e u=x?+10, donde:

4y _ 50419
du

d_U =2X

dx

Logo, y'(x) = j_i’( = j_z xj_i =(20u®)” (2x) =20.(x2 +10)1° " 2x = 40x.(x? +10)° .

Exemplos

1. Sejam f e g funcdes reais de variavel real tais que f(x) = 1 e g(x)=2x+3.
X

a) Calcule (gof)'(-3).

b) Determine (f - g)'(x)

Resolucao:
' —_i ' = of) (- =q' - (- :'_1'_1:'_1:_3
) Como 1100 =-— e §'00 =2, temos (@=1)(-3)=g(((-3) F(=g D (=2 ="
b) (Fo0)()=1(Q() g()=F(2x+3) 22- —— 2= 2 __
(2x +3) (2x +3)

Ou

Como (fog)(x)=f(g(x))=f(2x +3) = Tl+3 , podemos considerar y =(f o g)(x) = 1, comu=2x+3.
u

LOgO,(fog)'(x):d_y:d_yxd_u:_i'2:_;'2:_#_
dx du dx  y? (2x +3)? (2x +3)?



2. Mostrar, aplicando a regra de derivagdo composta, que: (\/;)': L .
2Jx
Resolucao:

Para x >0, é x = (4/x)2, sendo x'= ((Wx)2)'=1.

Assim, seja (Vx)2 = (f o g)(x), com f(x) =x2 e g(x)=+x .

Logo, 1= ((/x)2)'=(f o g)'(x) =f'(g(x))" g'(x) =2v/x ~ (x)', donde (Vx)'= % , c.q.m..
X

Nota:

Seja x>0.

Entdo, x = (vx)2.
Assim, derivando em ordem a x ambos 0s membros, temos:

1=2" (fx)" (x)

1
Logo, (WX)'=——.
0go, (Vx) 2&

3. Mostrar, aplicando a regra de derivacdo composta, que: ((Inx +1)2)'= 2 nx +1) .
X

Sejay =(Inx +1)? e u =Inx +1. Logo, y =u?.

Assim, y'= AU oy L oo nx e L= 2xinx+1).
du dx X X X

Exercicios

5. Mostrar, aplicando a regra de derivagdo composta, que:

a) @xy=—+ b) &uy=—"_ comu=f(x)

a¥x2 afu?

6. Calcule, aplicando a regra de derivagdo composta:

a) g%/xz i 93 b) (n (= X)y

1+x

7. A lei de Boyle-Mariotte estabelece que mantendo constante a temperatura, a pressao P e o volume V de um gas
estao inversamente relacionados, sendo PV =k, k = constante.

a) Supondo que se mantém constante a temperatura, uma dada quantidade de gas é livre de se expandir.
Calcule a taxa de variacéo da pressdo com respeito ao volume.

b) A uma presséao de 3 atmosferas uma certa quantidade de gas ocupa o volume de 12 centimetros cubicos.
Suponha que a temperatura se mantém constante.

bl) Se a pressdo aumenta o volume aumenta ou diminui?

b2) Se a pressdo aumenta a taxa de variagdo de 0,04 atm/min, determine a taxa de variagdo do volume em
gue a presséo é de 30 atmosferas.



8. O raio de um baldo esférico aumenta 2 cm/s.

Qual é a taxa de variacdo do volume de ar soprado para dentro do baldo no momento em que o raio é de 20

centimetros?

~

SOLUCOES

=x+1

)

(g °h)(x

a) Aproximadamente 12,5 I/min.

b) Apoés aproximadamente 45 segundos.

IR® IR

gof :

IR® IR

fog :

X ® 4x°2

X ® 16x°2

IR\{-2}® IR

gof :

(x+3)2

(fo9)(x)

ta o0 volume

&80 aumen

. Se a press

_36
P

b1)V

diminui.

b2) - 00016 cm® /min .

(x- 2)?

(foh)(x)

8. 3200p cm3/s .

O Professor

=x2+3

(9-Hx)

of)(x) = x? - 2

(h
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Proposta de Resolucao:
4. Ora, Dgs ={x1 IR:xT Df UF(X)T Dg}={xT IR:xT IR Ux2+x)T IR\{2}} =IR\{-2,1} , pois
x> +x=20 x=_1iT V1¥8 4 x=10x=-2.
1 gof : IR\{-2}® IR
Como (g o f)(x) =g(f(x)) =g(x2 +xX)=————, "x1 IR\{-2, 1}, entdo: 1
X2 +x-2 X® >
XS +Xx-2
5.
a)
Sejay =x=Fx)® eu=%x .Logo, y =ud e y'=x'=1.
Ora, y':d_y :d_yxd_u::-}uz' (%/;)': 33\/)(2 ’ (%/;)'
dx du dx
Logo, como y'=x'=1, temos (%/;)': L .
3‘3‘/x2
b)
Sendo u :(“3‘/;)3 ev :i‘/a,com u=f(x),entdo u =vie v':j—v :(%)'.
X
Ora, ur=du _du dv_g 2. Fuy=33u?2 " @u).
dx dv dx
Logo, @luy=—%— com u=f(x).
3§/u2
6.
a)
Sejay:\/aeu:xz-g.Logo,d—:z d—y:i
du 24U
dy dy du 1, 1 2X X
Ora, y'= x—=——"2x = 2x = =
dx du dx 2\u 2dx2 - 9 2dx? - 9 ¥2 -9
Logo, gexz S0 X
9 x%-9
b)
Sendo y :In(l'—x) eu :L—X,entéo y =lhu.
1+x 1+x
Ora, y,:d_y:d_yxd_uzl, -L@A+x)-1(1-x) . 1 . -2 _1+x, -2 _ -2 -2
dx du dx u 1+x)2 I-x @+x)? 1-x @+x)? @ x)2+x) 1-x?
1+x
1- X -2
Logo, (In ‘= .
g0, (- 0'= 3
7.
a) Como PV =k U0 P :L e k é constante, temos d—P:(h)':O'V K :-L
Y, dv VvV v?2 v?2



. 6 ~ L . .
b1)Nesse caso sera P == . Logo, se a pressdo aumenta o volume diminui, pois as grandezas s&o inversamente

proporcionais.

b2)Ora,d_V:d_V'd_P:_L'd_P.
dt dP dt p2 dt
dP WV - 30 004=-00016 cmP/min.

Como k =36 e — =0,04,entdo — =-
dt 30

8. O volume de ar dentro do baléo esférico é dado por V = %.p.r3 e sabe-se que -, cm/s.

Ora, d_V = d_V' i = 4p_r2 ’ ﬂ . Logo, EEj_Vg =4p’ 202 ©2=3200p cm¥s.
dt dr dt dt e dt @ =20

O Professor



