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1. Atemperatura T, em graus centigrados, do forno de uma padaria varia, a partir

do momento em que é ligado, de acordo com

_180m + 26
1+m

T(m)

,  com m em minutos.

a) A que temperatura esta o forno quando é ligado?
Para que valor vai tender a estabilizar a temperatura?
Justifique a sua resposta.

b) Sem resolver a equagédo T(m) =143, justifique que é verdadeira a

seguinte afirmagao:

«Num instante compreendido entre o 3.° e 4.° minuto, o forno atingira a temperatura de 143° C.»

c) Determine a taxa média de variagio da temperatura do forno no intervalo [O, 1] minutos.

d) Diga qual o significado de lim T(m)-26

m—0* m

2. Seja h a fungéao real de variavel real, de dominio

e determine o seu valor.

IR\ {0}, definida por:

a) Na figura ao lado esta representada a fungéo f,
restricdo de h ao intervalo ]O 9].

al) Por observagéo do grafico, indique,
justificando, o sinal das derivadas laterais
de h no ponto de abcissa x =2, se

existirem.

a2) Usando a defini¢éo, determine a derivada lateral esquerda de h no ponto de abcissa x =2.

a3) Escreva uma equagéo vectorial da semi-recta lateral esquerda tangente ao gréfico de h no ponto de

abcissa x=2.

b) Determine as assimptotas do grafico de h.

c) Calcule, caso exista, |lim |2-
x—2"

X2_4—h(x)]

3. Considere a fungéo de dominio IR representada graficamente:

a) Defina f analiticamente.

b) Represente, graficamente, a fungéo f’, derivada da fungéo f.

30° 60°




4. Cada um dos seguintes limites representa a derivada de uma fungéo f real de variavel real num ponto c.
Caracterize uma possivel fungao f e diga qual é c:

V9+h -3

a) lim
h—0 h
_ 3
b) lim (3+h)° +27
h—0 h

. i . , . . 4
5. Considere as férmulas da area do circulo de raior, A = r? , € do volume da esferaderaior, V = g.ﬂ.ra’ .

a) Determine Z—A Qual é o seu significado geométrico.
r

b) Determine Z—V . Qual é o seu significado geométrico.
r

2x -1
X+2

6. Seja h a funcao real de variavel real, de dominio IR\ {-2} , definida por. h(x) =

a) Verifique que o gréfico da fungdo admite uma recta tangente paralela a recta de equacdo y = 5x e apresente a
sua equacao reduzida.

b) Faga uma opg¢ao correcta!
Uma equagao da recta tangente ao grafico da fungdo no seu zero é:

[A] 8y-10x-5=0 [B] 8y+10x-4=0 [C] 8x-10y-4=0 [D] x:%

7. Considere as fungdes reais de variavel real definidas por:

f(x)=1-e*; g(x)=-3% e h(x) =Inx
a) Determine uma equacgdo da recta perpendicular a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa nula e que

contém esse ponto.

b) Determine as coordenadas do ponto de intersecgao da recta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa
nula, com o eixo das abcissas.

c) Escreva uma equagéo da recta tangente ao grafico da fungéo h, no ponto de abcissa 1.

8. Calcule cada um dos seguintes limites:

X X 3x x+1_
a) lim b) lim & ¢) lim £ d) lim 2%
x—0" 1-eX x—0 g2X _1 X+ x8 x—0 2x

o In(x+1)? _logqo(x +1)° 3 . In(=2x
e) limn(x+1" f) fim 2910 (x+1)" g) lim 2NX h) lim (2
x—0 2x x—0 2x x—>13x-3 x>0~ X

9. Um objecto metalico é colocado numa panela com agua a temperatura de 100° C.
Suponha que a temperatura da agua se mantém constante.

Para t = 30 s, a temperatura T do objecto é 50° C e esta aumenta instantaneamente (nesse momento) na razao de
2° C por segundo.

Determine a e b (reais), sabendo que a temperatura T do objecto em fungao do tempo t, em segundos, é dada por
T(t)=100-axe ™.



10. Para comparar a acidez de diferentes solugdes, os quimicos usam o pH.
O pH é definido em termos de concentragéo, x, de ides de hidrogénio numa solugdo como: pH = —logqg X .

Calcule a taxa de variagdo de pH com respeito a concentragao de ides de hidrogénio quando pH é 3.
11. Na figura ao lado estao representadas graficamente duas
fungdes: L o

e afungéo f, definida em IR por f(x)=2%

e afungao g, definida em IR* por g(x) =log, x / i .

a o b x
a) Mostre que a taxa média de variagéo de g no intervalo K

[b,b +3] é dada por Iogg(1+%), com belR™.

b) A recta r é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a e é tangente ao grafico de g no ponto de abcissa b.

2
Nesta circunstancia, mostre que é condicdo necessaria que 29 = %x [%) ,com belR™.
n

12. Seja f a fungao real de variavel real definida por f(x) =[x -2|.
Indique qual das representagdes graficas esbogadas na figura € a fungéo derivada de f.

A A
y y
1 o——
2 0 2 > 2 0 2 x
1 —4———0
[A] [B]
A A
y y
1 1 o—
e T
1 - 45
[C] [D]

13. Dada a fungao real de variavel real definida por m(x) = 2 , ovalorde lim m(h+2) - m2) é:
x+1 h—0 h

[A] O [B] néao existe [C] % [D] %
14. Na figura ao lado esta parte da representagao grafica de uma fungéo g, de
dominio IR, da qual a recta t € uma assimptota.

O valorde lim 9k)-4 é
x—>-2" X+2

[A] -2 [B] -1
[C] © [D] +oo

15. A fungdo quadratica x — f(x) = ax? +c, cuja curva representativa corta o eixo

das ordenadas no ponto A de ordenada 2 e tem por tangente no ponto de
abcissa 1 arecta de equagdo y = 6x+5, é:

[A] f(x)=-5x%+2 [B] f(x)=-3x%+2 [C] f(x)=-3x%2+5 [D] f(x)=-6x%+2



1
16. Seja s a fungdo, de dominio IR\ {0}, definida por s(x)=< = X<z

X—7T < X271

Indique qual das seguintes afirmacgdes é verdadeira.

[A] s é continua [B] stem derivadaem 2r

[C] y = éuma assimptota do grafico de s

[D] Nao existem assimptotas ao grafico de s

17. A recta t é tangente a curva representativa da fungéo f no ponto A (4, 3).
Pode-se afirmar que:
[A] f'(4)=-2 [B] f'(4)=3 .
. f(x)-3 5 - oA
C lim =— D] f'47)=f(4
[c1 lim 2= [D] F(4%)=F(@4")
2
18. A recta r é tangente ao grafico de g: x - e* no ponto A de abcissa In2. A
Uma equacéo de r é: y g
r
[A] y=2x+2-In4 [B] y=2x+2|n«/§
A
1 2 1 2 !
C =——x+In(e“v2 D =2x+—=In2+e
[C] y=-x+ine?V2) [D] y=2x+-In2+ 7 g
0 In2 X
19. Na figura esta parte da representacéo grafica de uma fungéo g *y
derivavel de dominio IR. 1
Arecta r, de equacdo y = —x+1, é tangente ao grafico de g no ponto N
de coordenadas (2, -1).
0 X
a) Sabendo ainda que o eixo Ox é assimptota do grafico de g na 9\-\ 2 3
vizinhanga de — , entdo g pode ser definida por: J
3-x _ -1
[Al g(x)=In [ . ] [B] g(x)=-2"2
x-2 1
[C] g(x)=-e [ 9(x)=—
x-3
b) Seja f(x)=In(k—x)—-1, com k € R, uma funcgao real de variavel real.
f 2
O valor de k para o qual é continua no ponto x =2 a fungéo h(x)= (x) <= x<
gx) & x=>2
[A] &3 [B] 2 [C] e%+2 [D] 3
20. Na figura estéo representadas: i
¥
g
e parte do grafico da fungéo g, de dominio IR, definida por g(x) = V3x2 -1 r
e uma recta r tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa a.
&0°

A inclinagdo da recta r é 60°.

Indique o valor de a.

[A]l @ [B]

V3
2
1

[C] [D]

1
3




21.Seja L= lim = .
x—0" |X|

Entao:

[A] L= Bl L=0 [C] L=-1 [D] L=-—w

22. Seja fuma fungéo tal que a sua derivada, no ponto 3, é igual a 4.

Indique o valor de lim M .
Xx—3 X2 -9

[A] % [B] [c] 4 0] 0

N | w

23.Seja g :IR" — IR afungéo definida por g(x)=1In x.
No gréfico da funcéo g existe um ponto onde a recta tangente é paralela a bissectriz dos quadrantes impares.
Qual é a abcissa desse ponto?

[A] © [B] 1 [C] e [D] In2

24. Um projéctil & langado verticalmente de baixo para cima.

Admita que a sua altitude h (em metros), t segundos ap0ds ter sido langado, é dada pela expressédo h(t) =100t — 5t2.
Qual é a velocidade (em metros por segundo) do projéctil, dois segundos apds o langamento?

[A] 80 [B] 130 [C] 170 [D] 230

25. Sendo f a fungao definida por f(x) = x¢, a expresséo analitica de f é

[A] x© B] x°' [C] ex® [D]1 x%Inx

26. De duas fungdes f e g, de dominio [0, 1], sabe-se que f'(x)=g'(x), Vx € [0, 1].
Em qual das figuras seguintes podem estar representados os graficos de fe de g?

v

1\—/ l/\ -
0 L/—\ X 0 V X
[A] Bl [c]

* [p] O 1 x

SOLUCOES

1. d) lim M=26 _ 454 oCimin).
. X m—0*
a) Quando é ligado, o forno encontra-se a
temperatura de 26° C. 2
A temperatura de 180° C é a temperatura para ’
que o forno vai tender a estabilizar. a1) A derivada lateral esquerda no ponto

considerado é negativa;
A derivada lateral direita n&o existe, pois

c) tmv.o 1 =77 (°C/min). ”r2+ Q(X)Z - g(Z) .

b) (Aplique o teorema de Bolzano-Cauchy)



az) H@)=-

a3) (x.y)=(2-7) +k(-4.5). ke Ry define

b)

c) Ilim {2— 1 —h(X):|:+OO.
x—2" x2—4
——3x < x<0
a) f(x)=< 3 .
3x <« x=20
o
0 X’
s
b) 3

vectorialmente a semi-recta pedida.

x =0 é equagao de uma assimptota vertical
bilateral. (A lateral direita ja observavel no

5

3

grafico de f).

Xx =2 € equagao de uma assimptota vertical
unilateral direita. (J& observavel no grafico de f)
y =1 é equacao de uma assimptota horizontal

na vizinhanga de +oo . (Ja observavel no grafico

de f)

y = —x € equagédo de uma assimptota obliqua

na vizinhanga de - .

a) f(x)=+vx e c=9(p.e.)

b) f(x):—x3 ec=3(pe.)

a) Haduas solugdes: y =5x+2 ou y =5x+22.

b)

a)

b)

C.

y=x.

-1

(mv

0).

c) y=x-1.

c)
d)

e)

+00 .

5xIn5

1.

10.

12.D.

13.C.

14.B.

15.B.

16.B.

17.C.

18.A.

19.

) C.
) D.

(=)

20.D.

21.C.

22 A.

23.B.

24.A.

25.C.

26.D.

O Professor
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Proposta de Resolucao:

1.
0+26 . . o
a) T(0)= 0 26 . Quando ¢ ligado, o forno encontra-se a temperatura de 26° C.
+
180 + 28
lim T(m)= lim 180m + 26 = li m _ 180 =180 . A temperatura de 180° C é a temperatura para
M—>+o0 m—+o  1+m M—>+o0 % +1 1
que o forno vai tender a estabilizar.
O valor encontrado permite concluir que a temperatura do forno podera ser tdo proxima de 180° C quanto se
desejar, desde que o tempo durante o qual esteja ligado seja suficientemente grande.

b) A funcgado T é continua no intervalo [3, 4], pois € o quociente de duas fungdes continuas (sdo polinomiais), nao
se anulando a fungéo divisor nesse intervalo. Como T(3)=1415 e T(4)=149,2, entdo T(3)<143<T(4).
Logo, de acordo com o teorema de Bolzano-Cauchy, Im e ]3 4[: T(m)=143.

Assim, «num instante compreendido entre o 3.° e 4.° minuto, o forno atingira a temperatura de 143° C».
206
—-26
TM-7O)__2
c) tmuv. = = =77.
) fo.1] 1-0 1
A taxa média de variagdo da temperatura do forno no intervalo [0, 1] minutos é 77° C/min.
d) O limite apresentado traduz a taxa (instantanea) de variagéo da temperatura do forno no instante em que é
ligado.
180m+26_26 180m + 26 — 26 — 26m
fim T0M=26 _ oy Aem i 1+m _lim 454 (oC/min).
m—0* m m—0* m m—0* m m—0* m.(1+m)
2.

a1) A derivada lateral esquerda no ponto considerado & negativa; Wi=1<Ho s Cis 21

A derivada lateral direita ndo existe, pois [im Mg(z) — . .

x—2" X —
A esquerda, a semi-recta tangente ao grafico da fungéo no ponto considerado & l \;
uma semi-recta com declive negativo (inclinagéo superior a 90°). - dtfdie-l.28

A direita, a semi-recta tangente ao grafico da fungdo no ponto considerado & uma semi-recta vertical, cuja
posicao de tangéncia provém de situagbes de secante com declives negativos.

1 1 2-2x2 +3x
—¥-G-2 2 2-2x2 +3x (x—2)(-2x-1) —2x-1 5
a2)p2)=Ilim X——= - |jm —2X - |im =2 "2 _ |im = lim =-=
x>2" x-2 x—2" x-2 x—2" 2x.(x-2) x—2" 2x.(x-2) x—2~ 2X 4

a3) A semi-recta tem origem no ponto de coordenadas (2, h(2))e o seu declive é m=h"'(27) = —%, logo um vector

director é U =(-4,5). Assim, (x,y) = (2, —%) +k.(-4,5), k e Rg define vectorialmente a semi-recta pedida.

b) Determinacdo das assimptotas verticais:

A fungdo apenas nao é continua no ponto x =2, logo apenas podera haver assimptotas verticaisem x =0 e

em x=2.
. . 1 o1 . _
lim_h(x)= lim_ (—-x)= lim_—— lim_x =
x—07% x—0" X x—0" X x—507
=0 2
Foo 0

Logo, x =0 é equacao de uma assimptota vertical bilateral. (A lateral direita ja observavel no grafico de f)

lim h(x)= lim (2-—X—)=2— lim —*— = — e comoj& se sabe lim h(x)= lim ((-—2)=—>.
x—2" x—2" X-2 x—2" X - X2~ x—2~ X 2
X2 X-2
+o0

Logo, x =2 é equacao de uma assimptota vertical unilateral direita. (Ja observavel no grafico de f)



c)
3.

a)

b)
4.

a)

b)
5.

a)

b)
6.

a)

Determinacdo das assimptotas néo verticaIS'

my = lim 24X _ (———) 0-0=0;
X—>40 X X~>+oo X X -

by = lim (h(x)-0xx)= lim (2-—X)=2— lim ———2-1-1.
X—>+00 X—>+00 X-2 X—)+oo1-;

Logo, y =1 é equagdo de uma assimptota horizontal na vizinhanga de +w . (J4 observavel no grafico de f)

my = lim hlx _ lim (i—1)=0—1:_1;
X—>—-0o X X—>—0 X2

by = lim (h(x)+x)= lim (——x+x) 0.
X——0 X—>—0

Logo, y = —x é equacado de uma assmptota obliqua na vizinhanga de —« .

2 p—
lim |2 - SR | = lim 2o 2 X ) L im (XE2X N 7 im )= 4.
x—2" X< -4 x—2" x2 -4 Xx-2 x—2" x2 -4 x—2" x2 -4
2 X — =
+00
Considerando que o declive de uma recta € a tangente da sua inclinagéo,
tg150°x +0 < x<0 _ﬁ fi
temos: f(x):{ _ X & x<0 3
(]
g 60°x+0 < x>0 «/_x = x>0
Como f'(x)={ "3 < X< 0, uma representagao grafica de f é:
0
ﬁ < x>0 5
"3

’9+h—3 lg_'_ -J9 . f: IRS—)IR f: [—6,+oo[—>/Re

Como lim =f'(c), podera ser ec=9 ou
h—0 h h—>O X = X X > 6 + X

¢ =3, por exemplo.

_ 3 _ 3 _(_33 f: IR—>IR f: IR— IR
Como |im (3+m°" +27 = lim (3+m” ~(=37) , podera ser ec=3 ou
h—0 h h—0 h X - -x3 X = —(x+3)3

¢ =0, por exemplo.

Ora, Z—A = 2x.r . Traduz o perimetro de um circulo de raio r.
r

Ora, C;—V =3 x%x 7r? =4zr? . Traduz a area de uma esfera de raio r.
r
Ora, h,(x):(2x—1)><(x+2)—(x+2)><(2x—1):2.(x+2)—(2x—1): 5 WxeIR\{-2}.
(x +2)? (x +2)? (x +2)?
Tendo em consideragao a interpretacdo geométrica da derivada de uma fungao num ponto, ha que mostrar
existir a € IR\ {-2}, tal que h'(a) =5. O que se verifica, pois h'(a)=5 < Lz =bosa=-1va=-3.
(a+2)

Essa recta é tangente no ponto de coordenadas (-1, h(-1)) = (-1, —3) ou no ponto de coordenadas

(=3, h(-3)) = (-3, 7) , obtendo-se, portanto, duas solugdes, cujas equagdes sdo y+3=5.(x+1) < y=5x+2 e

y-7=5(x+3)< y=5x+22.

L blindow Grarh Fun By'= Wl=0ZE=1a+0H+20 Wl=t2E=-10+0E+20
Y1ELZH— 1) (H+2>
max Y2ESR+2 i ¥
scale i ' IESH+EE
‘Ymin -8 _ —_— —
max 12 : !
scalet Fu-1] ELTEEEH JiH=E
THIT |TFtIG ZTO ZEL TYPEJCOLFJGHERI [T T EE | v=1 H=-1 ¥=-3



b)

b)

a)

b)

2)(_1—Oc>x:l.

Ora, h(x)=0 < =
X+2 2

E

Logo, o declive da recta em questdao é m = h' (%) === 52><54 = % e o ponto de tangéncia tem de
(

INI[3]
-

coordenadas (4, 0). Portanto, uma equagéo dessa recta é y —0 = %(x —%) < 8x-10y -4 =0, pelo que a

alternativa correcta é [C].

Como f'(x)=(1-e*)=—-e*, o declive da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa nula é
my =f'(0) = —e% =1, sendo o ponto de tangéncia a origem do referencial: (0, f(0)) = (0, 0).
Como a recta pedida é perpendicular a esta, o seu declive sera m,, = —L =1. Portanto, a recta pedida tem

mi
por equagao reduzida: y = x.

Lligw llindaw Yl=1-e¥ Wl=1-e¥ Yi1=1-e¥

s E! i I IA\I
scalefl
Y -3, 1

3.1

%
scalefl diidi=-1 diddi=-1 diddi=-1
THIT [TRIG[STD =0 =0 #=0 =0 %=1 v=0

Como g'(x) =(-3%)'=-3%* xIn3, o declive da recta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa nula é
my =g'(0) = -3%xIn3 =-In3, tendo o ponto de tangéncia as coordenadas (0, g(0)) = (0, —1).
Assim, a recta considerada tem por equagédo y +1=-In3.(x-0) < y = —x.In3 -1.

1 . . .
Como 0=—x.In3-1< x = "3’ esta recta intersecta o eixo das abcissas no ponto de coordenadas
n
1
(-—=.0).
In3
Y1=-3H Wl=-3H W2=-Hln 3-1 -ln 3

¢ f ¢ o ) S ) Ciepn 5 l-po8E12289
-B.9102392266

" " ]
A/ dli==1. 098 4/ dii=-1. 098 RooT
w=0 == w=0 == #==-0.9102392266 =0

Como h'(x)=(Inx)'= 1 , 0 declive da recta tangente ao gréafico de h no ponto de abcissa1é m; = h'(1) = % =1,
X

tendo o ponto de tangéncia as coordenadas (1, h(1)) =(1,0).
Assim, a recta pedida tem porequagdo y-0=1.(x-1) < y=x-1.
Lligw Llindaw Yi=1ln Yl=1n X
= P ! I /,f ! | %/'
Ymin £-3.1
max_ 3.1 V ] /bf H]
A dH=1 A dH=1

scalefl
IHIT [TRIG[STD =1 v=0 =1 v=0
e* 1
lim — = lim eX x lim —=-®
+ + +
x->0"1-¢ x—0 x=>0"1-¢
1 —0
x 4@ X
. e’ -1 1 . e -1 . 2x 1 . y 1 1 1 1
lim o :Eth x lim o =§x lim " ZEX ; =E><1=E
x—=0 g% _1 x>0 X x—=0 g4* _1 y=>0g¥ 1 e’ -1
— lim
fazendo y=2x y->0 Yy
3x (%) eX x er eX 2
lim = lim ————= Iim =—x lim e“¥ =+
X—>+0 X8 X—>+0 X8 X—>+0 X8 X—>+0
-
+00 +o0



. 51 _5 _ 5x(5X-1) 5 . 5X_1 5  (eM5f_q1 5 e _1 5in5
d) Im— =lim——=—xIim =—x lim =—xIn5x Im — =
x—>0  2x x—0 2x 2 x>0 X 2 x>0 X 2 x->0 xIn5 2
1
In (x +1)? ) 2xIn (x +1) In (x +1)
e) lim—— =lim = lim =1
x—0 2x x—0 2x x—0 X
logrg (x +12 2xlogqy (X +1) logo (x +1) In ) | 1) 1
X
f) im0 XTT iy 222910 = lim —210 ~gim 10 _ 1y XD
x—0 2x x—0 2x x—0 X x—>0 X InN10  x—0 X In10
N T
3 (@)
. Inx 3xInx . Inx
g) lim = = =1
x>13x-3 x>13x(x-1) x->1x-1
h lim M2 i L im n (c2x)) = 40
x—0" X x—>0" X x—0~
9 £
9. Ora, T'(t)=(100—axe ™ ®!y=(—axe™®!y=_ax(e™®ly=—ax(-b)xe ™! =apxe ™™
Como T(30)=50 e T'(30)=2, vem:
50 1
100 —axe 3% — 50 a=_20 =0 b=%5 b-—-
300 g e 9 50 < 5 < 5
abxe ™ =2 abxe 3% _2 —y xbxe® =2 a=e_6 a=50xes
10.0Ora, pH =3 < —logqg x =3 < x =107,
Como M=(—Iog10x)=— xl,entéo d(pH) =— L x L =—1OOO.
dx In10  x dx ),402 In10 1073 In10
11. Na figura ao lado estao representadas graficamente duas
fungdes: 1 ;

e afungao f, definida em IR por f(x)=2%

e afungdo g, definida em IR* por g(x) =logy, x /

a) Mostre que a taxa média de variagéo de g no intervalo a o / b L
9

[b,b +3] é dada por logg (1 +%) ,com belR".

b) A recta r é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a e é tangente ao grafico de g no ponto de abcissa b.

2
Nesta circunstancia, mostre que é condicdo necessaria que 29 = lx [Lj ,com belR™.

b (In2
log (b+3) log (b+3)
log,(b+3)—log,(b) 1 b+3, 1 8 1 8V p 3
a) tm = =—xlo =— =— =logg(1+—).
) tmV(G)[b, b+3] 3 3 <1092(— =) =7 l0gs 2 3% ] 9s(1+)

3
b) Tendo em consideragéo que a derivada de uma fungdo num ponto é o declive da recta tangente ao grafico
dessa fungao nesse ponto, sera entao condi¢gdo necessaria f'(a) = g'(b) .

2
Como f'(x)=In2x2* e g'(x):ixl,entéo f'(a)=g'(b) & In2x 22 :Lxl,donde pa 1 ()
In2 x In2 b b (In2

O Professor
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