Escola Secundaria da Sé-Lamego
Ficha de Trabalho de Matematica

Ano Lectivo de 2003/04 Limites, continuidade e assimptotas 12.° Ano

Nome: N.°:  Turma:

3-x < x<1

1. Considere a fungdo f, de dominio IR, assim definida: f(x) = {

%+1 = x>1

a) Represente f graficamente.

b) Determine, se existir: lim f(x); lim f(x) e lim f(x).

x—>2* X—2" X—2
c) Determine, se existir: Iim f(x); lim f(x) e limf(x).
x—0,99 x—1,0001 x—1

2. Supondo que lim f(x)=0 e que lim [f(x)xg(x)]:‘l
X—C X—>C

a) Mostre que lim g(x) nao existe.
X—>C

b) Encontre duas fungdes f e g que satisfacam as condigdes referidas para, por exemplo, ¢ =3.

3. Considere as fungdes f e g, tais que:

e fe gsao fungdes continuas em [a,b]
» f(a)<g(a) e g(b) <f(b)

Mostre que existe pelo menos um numero c e La, bj tal que f(c) =g(c).

Sugestédo: Considere h(x)=(f —g)(x)=f(x)—g(x) .

4. Na figura esta representado, em referencial o.n. Oxyz, um octaedro regular.
Sabe-se que:

e um dos vértices do octaedro é a origem do referencial
e arecta ST é paralela ao eixo Oz

e 0 ponto P pertence ao semieixo positivo Ox

e 0 ponto R pertence ao semieixo positivo Oy

e a aresta do octaedro tem comprimento 1

Seja A (x, 0, 0) um ponto pertencente ao semieixo positivo Ox e B um ponto

pertencente ao semieixo positivo Oy, tais que OB = _1 .
OA +1
Ca . ~ x\/E 1
a) Mostre que o volume da piramide [AOBS] é dado pela expressdo V(x) = W - (Vpiramide = 3 xAp xh)
+ X

b) Imagine que o ponto A se desloca sobre o semieixo positivo Ox, afastando-se infinitamente da origem do
referencial. Para que valor tende, entdo, o volume da piramide?



5. As maquinas de aquecimento de agua de uma piscina foram ligadas as 7 horas da manha de um certo dia.
A temperatura da agua, em graus centigrados, t horas apds as maquinas terem sido ligadas, é dada pela expressao:

C(t)=27-18e""

a) Utilize o teorema de Bolzano-Cauchy para justificar que houve um instante, entre as 9 horas e as 9 horas e
trinta minutos, em que a temperatura da agua foi de 25° C.

b) Determine analiticamente o instante (aproximagéo ao minuto) em que a temperatura da agua foi de 25° C.
c) Considere agora a fungéo real de variavel real, de dominio IR:

c(x)=27-18e7%
c1) Caracterize a fungdo inversa de c.

c2) Averigue, justificando, a existéncia de assimptotas ao grafico de c.

6. Para o circuito eléctrico esquematizado na figura ao lado, a poténcia dissipada na
resisténcia variavel é dada, em Watt, por

E=10V
||
P =—20 (rz0,em). =2
(r+2)
a) Calcule lim P(r) e interprete o resultado que encontrou. é %
r—+ow

r

b) Tenha presente o teorema de Bolzano-Cauchy.

b1) Utilizando a calculadora complete o quadro seguinte.

r(Q) 0 05 1

2 3 6 12 100
P W) @2c.d)

b2) Utilizando esse teorema, justifique a existéncia de pelo menos um valor da resisténcia variavel para o
qual a poténcia dissipada € 10 W, isto &, que é possivel a equagado P(r)=10.

Determine uma aproximagéo desse (de um desses) valor(es) com erro inferior a 0,1 Q.

c) Considere agora a fungéo q, de variavel real, definida por q(x) = _100x2 )
(x+2)

Estude a existéncia de assimptotas do grafico de q, e faga um esbogo que mostre o comportamento da fungédo
junto das assimptotas.

7. Seja h a funcao real de variavel real definida por:

1

5+—-x = x<-5
X
h(x) = x’-a & -5<x<2
! - L = X>2
Xx-2 x?_4

a) Calcule, caso exista, lim h(x).
x—2"

b) Determine a de modo que h seja continuaem x =-5.

c) Justifique que a recta de equagdo y = —-x+5 é assimptota obliqua de h em torno de —w .

72

n
. .. ~ . . T
8. Calcule, caso exista, o limite da sucessao assim definida: n -> w,, = x/ﬁ—«/n +1+ [—J .

2



9. Seja h a funcdo real de variavel real, de dominio
IR\ {0}, definida por:

a) Na figura ao lado estéa representada a fungéo f,
restrigao de h ao intervalo [0,9].
Mostre que fn&o é continua no ponto x =2.

b) Determine as assimptotas de h.

x? -4

c) Calcule, caso exista, lim |2-
x—2"

- h(x)} .

10. Na figura B
e o tridngulo [ABC] ¢é isosceles (A_B = E) i
e [DEFG] é um rectangulo |
—_— —_— —_— |
e DG=2; DE=1; AD=x 1
|
a) Mostre que a area do tridngulo [ABC] é dada em funcao de x, por |
,,,,, E  H
1 1
a(x)=2+x+— (x>0). |
X 1 |
|
NOTA: Pode ser-lhe util reparar que os triangulos [ADE] e [EHB] séo S L J
semelhantes. A: D } G
b) Usando as potencialidades da calculadora grafica, determine o valor de X 1

x para o qual a area do triangulo [ABC] é minima.

c) Estude a existéncia de assimptotas ao grafico da fungéo a.

NOTA: Tenha presente que D, = IR™ .

1

11. Considere a fungéo real de variavel real definida por f(x) = ﬁ
n(x-—

a) Determine o dominio de fe os valores de x tais que %< 2.
X

b) Mostre que o grafico de f admite apenas duas assimptotas.

c) Caracterize £ , funcado inversa de f.

X
———— < x<0
3-4v9-x

12. Seja fa funcdo, de dominio IR, definida por f(x) = 6 < x=0

In (1+ x)+5x
_ x>0
X

a) Utilizando métodos exclusivamente analiticos, estude a fungéo f quanto a continuidade.

In(1+ x) _

NOTA: Tenha em consideragdo que lim 1.

x—0 X

b) A equacao f(x)= x? tem exactamente duas solugdes. Utilizando a sua calculadora, determine-as

graficamente. Apresente os valores arredondados as décimas. Explique como procedeu, apresentando o
grafico, ou graficos, obtido(s) na calculadora.



t2 -5t+6

13. Estude a continuidade da fungéo c(t) = t_2 = t#2 , definida em IR.
-1 < t=2
x? -1
< x<1
14. Considere a fungéo f, real de variavel real, de dominio /IR \ {0} , definida por: f(x)= 8X
——1 < x>1
X
a) Calcule f(1) e f(4).
b) Mostre que é falsa a proposigdo: 3c e]1, 4[ . f(c) =% )
O resultado obtido contraria o teorema de Bolzano-Cauchy? Justifique a resposta.
c) Determine, se existirem, as assimptotas do grafico de f.
3 5
15. Considere as sucessdes de termos gerais: U, = w; Vp = 3'73 5 e w, :Z—H.
n“+n+5 n’ +2 n* +100
Quais s&o os valores dos limites Ly =lim u,, L, =lim v, e Lz =lim w,?
[A] L;=-200 L—é L—L [Bl Li=3,L,=3,L3=1
1 275 8 0 1 » b2 » L3
[C] L1=0,L2:+00,L3=+00 [D] L1=0,L2:3,L3:+00
16. De uma fungdo real de variavel real f sabe-se que:
f(-x)=-f(x), VxelR lim f(x)=2 f(-5)=1
X—>+00
Pode-se entdo afirmar que:
[A] lim f(x)=-2 A f(5)=+1 [Bl] Ilim f(x)=-2 A f(5)=-1
X—>—00 X—>—0
[C] lim f(x)=+2 A f(5)=+1 [D] lim f(x)=+2 A f(5)=-1
X—>—0 X—>—0

17.De uma fungéo h, sabe-se que:

e Odominiode h é IR"; lim h(x)=0 e lim h(x)=-o.
X—>+0 x—0

Indique qual dos graficos seguintes podera ser o grafico de h.

A A A

y y y y

v
A

[A]l K [B] W [C] [D]

18. Seja g a fungao definida em IR por g(x) = X3 —x+1.

O Teorema de Bolzano-Cauchy permite-nos afirmar que a equagéo g(x) =8 tem pelo menos uma solugdo em

[Al ]-1 0 Bl o q €1 12 0] ]2 3

v



19. Na figura ao lado esta parte da representagéo grafica de uma fungéo g, da qual a recta t € uma assimptota.

. ~ 1
a) Considere a sucessao de termo geral u, =—-2.

Ovalorde Iim g(u,)
n—+w

[A] é3

[B] ¢4
[C] n&o existe

[D] é +oo

b) Das afirmagbes seguintes:
I. g é continua a direita do ponto x =-2
I lim [g(x)-(x-2)]=0" e lim g(x)=4
X—>+0 X—>+0

Ill. g é continua no intervalo ]—2, O[

V. lim [0(x)-(x-2)]=0* e lim g(x)=- lim g(x)

V. A fungédo g satisfaz as condi¢des de aplicabilidade do teorema de Bolzano-Cauchy no intervalo [— 4, —2].
s&o verdadeiras:

[A] Apenas |, lllelV [B] Todas [C] Apenas| I, lllelV [D] Nenhuma

20. De uma fungéo h, continua em IR, sabe-se que:

e h(-2)=3
e lim h(x)=-o

arecta de equagao y = -4 é assimptota do grafico de h

o hé estritamente crescente no intervalo |-, - 2] e estritamente decrescente no intervalo [-2, + oo
Qual das afirmacgdes é verdadeira?

[A] A fungdo tem trés zeros [B] lim h(x)=-w
X—>+00
[C] h(0)>-4 [D] O contradominio de h é ]—oo, 3[

21. A figura representa parte de duas semi-rectas que s&o o grafico de uma fungao h, de

A
dominio IR, que tem Oy como eixo de simetria. O contradominio da fungado x — 2M) g y h
[A] [+ Bl [-2+of
1
[Cl ], +o] O] [+ i >
-1

2
22.Sejag x> X K = x#0
1 < x=0

O valor de k para o qual é possivel aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy a fungéo g no intervalo [—1, 1] é:

1 1
Al 1 B] — Ccl] -1 D] ——
[A] [B] > [C] [D] >
x+eX +k < x<0
23. Considere a fungdo m definida por m(x) = 14+ x2 .
In < x>0
e

O valor de k para o qual é possivel aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy a fungdo m no intervalo [—%,e ] é:

[A] -e+1 [B] 1 [C] % [D] -2



10.

SOLUCOES

b) 2;2; 2.
c) 2,01; 1,50005; ndo existe.

b) Porexemplo, f(x)=x-3 e g(x):%_
X_

2

b) 1z unidades de volume.

b) A temperatura da agua foi de 25° C
aproximadamente as 9 horas e 12 minutos.

c1)
¢ Fw27[5 IR

18

X —1In %

c2) y =27 é equagdo de uma assimptota horizontal

do grafico da fungéo na vizinhanga de +o .

a) lim P(r)=0.
r— -+

b2)Por exempo, uma aproximacéao desse valor,
com erro inferiora 0,1 Q, é r =52 Q.

c) x=-2 éequagdo de uma assimptota vertical
bilateral; y =0 é equagao de uma assimptota
horizontal bilateral.

a) lim h(x)=+wo.
x—>2*

b) a= 1%
5

Iim(ﬁ—m+[%y):+w.

b) x =0 é equagdo de uma assimptota vertical
bilateral; x =2 é equagao de uma assimptota
vertical unilateral direita; y =1 é equacao de
uma assimptota horizontal na vizinhanga de
+00 ; ¥y =—x € equagdo de uma assimptota
obliqua na vizinhanga de —w .

c) lim {2 -

x—2"

—h(x)} = 400

x< -4

b) De acordo com os resultados obtidos com a
calculadora grafica, a area do triangulo [ABC] é
minima para x =1.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

c) Arecta de equacdo x =0 é uma assimptota
vertical do grafico da fungéo; y=x+2 é
equacao de uma assimptota obliqua do grafico
da funcgéo.

a) Dy :]1,2[u]2,+oo[; XEJ1, ez+1l\{2}.

b) Apenas a recta de equagdo x =2 é uma
assimptota vertical bilateral do grafico de f; a
recta de equacdo y =0 é uma assimptota

horizontal do grafico de f na vizinhanga de +o .

f1 IR\{0) > o[\ {2}

c) 1
X—>1+ex

a) A funcéo é continua em IR.

b) As solu¢des da equagdo, com aproximagao as
décimas, sdo -25 e 23.

a) A fungéo é continua em IR.

b) As solugdes da equagdo, com aproximagao as
décimas, sdo -25 e 23.

a) f(1)=0 e f(4)=1.

b) O resultado obtido n&o contraria o teorema de
Bolzano-Cauchy, pois f ndo é uma fungéo
continua em [1, 4] , Visto ndo ser continua &

direitade x=1.

c) x=0 éequacdo de uma assimptota vertical
bilateral; y = -1 é equagao de uma assimptota
horizontal na vizinhancade +xo; y =x é

equacgao de uma assimptota obliqua na
vizinhanga de —0.

D

) B
) A

(=2

O Professor



Escola Secundaria/3 da Sé-Lamego
Ficha de Trabalho de Matematica

Ano Lectivo 2003/04 Limites, continuidade e assimptotas 12.° Ano

Proposta de Resolucao:

1.
a)
Grarh Func &%= Grarh Func _fY=s Lligw Wlincow Wl=03=HriEd L+ On+2+]
VI1ECI—Ea CHO L+ CEEE+] Y1=Ea 12+ CEF2+H1 2 CEELD
V2 max_ =i ¥
: V3 scalesl
s 'z mir -1
Vs Vo max i3 4
Y& b scalefl 1
ESMICEL JTVFEJCOLFNGHEMITET] To Store : [EXE] IHIT [TRIG[ETD H=-U.5 ¥="Ta5
. . X . . X . . . .
b) lim f(x)= lim (=+1)=2; Ilim f(x)= lim (=+1)=2; lim f(x)=2, pois lim f(x)= lim f(x)=2.
x—2" x—2" 2 x—2" x—2" 2 X—2 x—2" X—2"
. . . . X ~ . . .
c) lim f(x)= lim (3-x)=201; Ilim f(x)= Iim (=+1)=150005 ; N&o existe lim f(x), visto que
x—0,99 x—0,99 x—1,0001 x—10001 2 x—1
lim f(x) = lim f(x), pois lim f(x)= lim(3-x)=2 e lim f(x)= lim(=+1)=15.
x—=1" x—1 x—=1" x—=1" x—1" x—>1" 2
2.

a) Admitamos que existe lim g(x), isto é, que lim g(x)=b,com belR.
X—>C X—>C

Assim, lim [f(X)X g(X)]= lim f(x)x lim g(x)=0xb =0 o que contraria a hipétese, pois lim f(x)=0 e
X—cC X—cC X—C X—C

lim [f(x)xg(x)]= 1. Logo, néo existe lim g(x) .
X—>C X—>C

b) Por exemplo, f(x)=x-3 e g(x):%_
x_

3. Seja h(x)=(f-g)(x)=f(x)-g(x) .
Como fe g sao fungdes continuas em [a, b], entao h é também continua em [a, b], pois é a diferenca de duas

fungdes continuas nesse mesmo intervalo.
Ora,

e h(a)=f(a)—-g(a)<0, pois f(a)<g(a)=Tfla)-g(a)<0.
e h(b)=f(b)-g(b)>0, pois g(b) <f(b) = f(b)—g(b)>0.
Logo, de acordo com o teorema de Bolzano-Cauchy, 3c e ]a b[: h(c)=0.

Assim, como h(c)=0 < f(c)—9g(c)=0 < f(c)=g(c), ter-se-a que 3Ic e [a, b]: f(c)=g(c), visto que ]ab[ c [a, b].

a) Sendo S' a projecgéo ortogonal do ponto S sobre o plano xOy, podemos considerar ss' para altura da

. , 2
piramide, sendo SS'=,/1- (@j = g por aplicagédo do teorema de Pitagoras ao tridngulo rectangulo [SS'Q]

(note que [OQ] é diagonal de um quadrado de lado 1). Considerando o triangulo [AOB] para base da piramide,

vem:V:lxng':lxxx L xﬁz Xﬁ , COMO queriamos mostrar.
3 2 6 x+1 2 121+ x)

b) Se o ponto A se desloca sobre o semieixo positivo Ox, afastando-se infinitamente da origem do referencial,

entdo x — +owo .
Ora, lim V(x)= lim X\/E = lim \/E = ﬁ pelo que nessa circunstancia o volume da pirdmide

X—>+0 x—+0 12(1+ X) N X—>+00 12(1 +1) 12
X

tende para % unidades de volume.



a) Consideremos a fungado C e o intervalo [2; 2,5].

A fungéo C é continua no intervalo considerado, pois sendo a composta de fungdes continuas é continua no
seu dominio; consequentemente é continua em qualquer intervalo fechado contido no seu dominio.
Ora,

e C(2)=27-18xe7? ~ 2456
e C(25)=27-18xe2® ~ 2552

Portanto, C(2) <25 < C(25).
Assim, de acordo com o teorema de Bolzano-Cauchy, 3t € ]2; 2,5[: C(t)=25.

Consequentemente, houve um instante, entre as 9 horas e as nove horas e trinta minutos, em que a
temperatura da agua foi de 25° C.

b) Ora, C(t)=25<27-18e'=25 <! :%e—tzln%@—t:O—In9<:>t:|n9.

Como In9 ~ 219722 e 60x0,19722 = 118322, entdo a temperatura da agua foi de 25° C aproximadamente as
9 horas e 12 minutos.

27 - _ _
X:Tyo—x:lnﬂ—yex=—ln27—yox:lni

c1)Sendo y =27-18.e7%,vem e~ 5 5 7y

¢ Fw27[5IR
2;§x

Como D, ={xelR:-xcIR}=IR e D'C:{yeIR:2;—8>O}=]—oo,27[,seré:
-y x —1In

¢2) Como a fungéo € continua em /R, entdo lim c(x)=c(a), VaeIR.
X—a-

Assim, ndo existe qualquer assimptota vertical ao grafico de c, pois lim, c(x) é finito para todo o a real.

X—a~
Determinagao das assimptotas néo verticais:
_ =X
my = tim S i 2721867y (27 18 xy g _0x0-0;
X—>+0 X X—>+00 X X—>+0o X X

by = lim (c(x)-0xx)= lim (27-18.e%)=27-18x0=27.
X—>+00

X—>+0
Logo, y =27 é equagao de uma assimptota horizontal do grafico da fungdo na vizinhanga de +oo .

_ -X -X y y
Como fim X jim 2721887 i (2188 ) _0-18x lim 2 —18x lim S = 4w, o gréfico
X——0 X X——0 X X—-0 X X y—o>to =y y—to Y

da fungéo ndo admite qualquer assimptota n&o vertical na vizinhangca de —x .

100
a) lim P(r)= lim 10(”2 = lim 210(” im — T im 199 im — 1 _ox1-0.
r—>+0 r—+ (r 4 2) r—+o r2  Ar + 4 r»+oo1+i 4 rowe ra+oo1+i+i
r r2 r r2

A poténcia dissipada na resisténcia variavel aproxima-se tanto quanto se queira de zero, desde que o valor da
resisténcia seja suficientemente elevado. (A poténcia dissipada na resisténcia variavel sera praticamente nula
quando o valor da resisténcia for suficientemente elevado.)

b1)
r(Q) 0 0,5 1 2 3 6 12 100
P W) (2cd) 0 8,00 11,11 12,50 12,00 9,38 6,12 0,96
b2) Por exemplo:

No intervalo [3, 6] a funcéo é continua, pois é o quociente de fungdes continuas, ndo se anulando a fungéo
divisor nesse intervalo. Logo, de acordo com o teorema de Bolzano-Cauchy, a fungdo assume todos os valores

compreendidos entre P(6) e P(3), em particular 3r }3 6[: P(r)y=10.
P(4) ~ 1111 P(55)~9,78 P(53)~ 995

Como - - , entdo uma aproximacao desse valor, com
P(5) ~ 10,20 P(5,2) ~ 10,03 P(5,2) ~10,03

erro inferiora 0,1 Q,é r =52 Q.



c) Determinagdo das assimptotas verticais:

A fungéo é continua no seu dominio (/IR \ {-2} ), logo o seu grafico 1 yA
apenas podera ter assimptota vertical no ponto x =-2: ‘
2,,
Ora, lim_gqg(x)= Ilim_ &XZ =-200x lim ; =-0. !
x—>-2% x>-2% (x +2) x>-2% (x + 2) | | ; ; >
Logo, x = —2 ¢ equacado de uma assimptota vertical bilateral. 4 20 2 4 X
|2t
Determinagéo das assimptotas néo verticais: \
m=tim 9% _ i, 100 __, L
X—>to X X—to0 (X + 2)2
100 W1=1@ENE (22
b= lm (@(x)-0xx)= lim —=X__0%. (veralinea a))
X—>+00 X—kn0 (X + 2)2
Logo, y =0 é equacao de uma assimptota horizontal bilateral. #
Ulnla-uw Nlhdﬂwv I5EE
Na figura ao lado apresenta-se o comportamento da fungao junto das e
assimptotas (o grafico aproxima-se da assimptota na regiao cinzenta). vﬁfﬁle !zaa
max =5Ei
[T e P D
a) lim h(x)= fim (———— )= = gim X270 i X4 5 im = fo0
x—2° x—2" X—2 X2 4 x—2" x2 -4 x—2° x2 -4 x—2" x2 -4
A S/
+00
b) Ora,
lim h(x)= lim (5+l—x) = 5—l+5 =£;
X—>-5~ X—>-5~ X 5 5
lim h(x)= lim (x>-a)=25-a;
x—>-5% x—>-5~
h(-5)=(-5)> —a=25-a.
. . . . . 49 174
Para que h seja continuaem x=-5,teradeser lim h(x)= lim h(x)=h(-5),logo 25-a=—<a=—-
X—-5" X—-5" 5

c) Arecta de equagédo y =—-x+5 é assimptota obliqua de h em tornode —© seesése lim (h(x)-y)=0.
X—>—00

Como lim (h(x)-y)= lim (5+l— X—(=x+5))=lim (l) =0, entdo arectade equagéo y =—-x+5 é
X—>—0 X—>—00 X X—>-o X

assimptota obliqua de h na vizinhanga de —w .

\/_j m - \/E)\(/%W) hm(ﬁJ _%+Iim(%Jn:+w.

nm(x/_—\/m{

Note que 9.

N

a) A funcéo fnao é continua em x =2, pois ndo existe lim f(x), dado que Ilim f(x)= lim f(x).
Xx—2 x—2~ x—2"

Com efeito, lim f(x)= lim (1—x)=—§ e lim f(x)= lim (2— )=2-2x lim ( )=—o
X—2" x—2" X 2 x—2* x—2* X—= x—2" X—2
2 2174

+00

b) Determinagao das assimptotas verticais:
A fung&o h é continua em } o, 0[ ,em ]0 2[ eem b + oo[, em virtude de nesses intervalos ser definida pela
soma de fungdes continuas nesses mesmos intervalos. Logo, o seu grafico apenas podera ter assimptotas
verticais nos pontos x=0 e x=2:
lim h(x)= lim_ (l - X)=Fo
x—07F x—07 X
Logo, x =0 é equagao de uma assimptota vertical bilateral. (A lateral direita ja observavel no grafico de f)
Da alineaa), lim h(x)=-wo e lim h(x):—g.
x—2" x—2" 2

Logo, x =2 é equacdo de uma assimptota vertical unilateral direita. (Ja observavel no grafico de f)
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1.
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c)

a)

b)

¢) A fungéo é continua no seu dominio (IR"), pois é a soma de fungbes continuas em IR™, contudo existe a

a)

Determinagao das assimptotas néo verticais:
my = lim &: lim (E— L )=0;
X400 X X—+0 X X—2

by = lim (h(x)-0xx)= lim (2-%):2-1:1.

X—>+o0 X—>+00 X-

Logo, y =1 é equagdo de uma assimptota horizontal na vizinhanga de +w . (Ja observavel no grafico de f)

my = lim —=
X—>— X X—>—00 X2

by = lim (h(x)+x)= lim (l—x+x):0.
X——0 X—>—0 X

Logo, y = —x é equagado de uma assimptota obliqua na vizinhanga de —o .

2 [
lim |2-— 1 _h(x)| = lim @-—1— 24 X ) _ i X2E2X21 o
x—2" x2_4 x—2" x2_4 X—-2 x=2"  x° -4
Tendo em consideragao a sugestao, é B—_H = ﬂ , donde BH = 1 & BH = l.
ED AD 1 x X
xx1 2% 1
Assim, Alapc] = Aperc] +2* Alape] + Alger] = 2x 1+ 2 + X =2+ x+—.
X

Logo, a(x) =2+ x +l (x> 0), como se pretendia.
X

De acordo com os resultados obtidos com a calculadora gréfica, a area do tridngulo
[ABC] € minima para x =1:

L1i il i rudicin Y1=2+E+1+R Y1=2+E+1+R

max_

scaleil
Ymin i-5

max_ 20

scalels I MIH | MIH
IHIT [TRIG[ETD =1 v=u =1 v=U

possibilidade de assimptota verticalem x=0.

Determinagéo da assimptota vertical:
lim a(x)= lim (2+x+l):2+0+ lim l:+oo;
x—0" x—0" X x—0" X
h 2
+00

Logo, a recta de equagdo x =0 é uma assimptota vertical do grafico da fungao.

Determinagéo da assimptota obliqua:
m=tim 2% _ im 2220 Cos140-1;
X—>+o X X—>+0 X X X2

b= lim (a(x)—1xx)= lim (2+x+l—x):2+0:2.
X—>+0 X—>0 X

Logo, y = x+2 é equagdo de uma assimptota obliqua do grafico da fungéo.

(Se preferir: Como

lim
X—>+0 X—>+0 X X—>+0 X
y = x + 2 é assimptota obliqua do grafico de a na vizinhanga de +x.)

Di={xelR: x-1>0 A In(x-Nz0={xelR: x>1 A x=2}=N2uR+x|.

1 In(x-1)<2 In(x—1)<|ne2 x—-1<e? x<e? 11
2 o < = =
F(x) x & Dy

XEDf XEDf XeDf

(Tenha em consideracdo que a fungdo x — In x é estritamente crescente.)

P xe}l

lim =+,
x—2° X2 -4
=27
+00

B

|

|

|

|

|

|

|

_E 'H

|

|

! |

1

AT T

A\ \D |

A

2 +1[\{2}

(a(x)-(x+2))= lim (2+x+ 1. x—=2)= lim (l) =0, entdo a recta de equagao




b)

c)

12.

a)

b)

Determinagéo de assimptotas verticais:
A funcéo é continua no seu dominio, portanto existem apenas dois pontos, x =1 e x =2, onde podera haver
assimptotas verticais.

lim f(x)= lim ;zo ,pois lim In(x—1)= lim In(x)—-o
x—1" x—1" In(x —1) x—1" x—0"

lim f(x)= lim ;)z—oo,pois lim In(x—-1)= limIn(x)=0"
X—2" X—2" In(x - 1) X—2" x—>1"

lim f(x)= lim )=+, pois lim In(x—1)= lim In(x)=0"
x—2" x—2* In(x = 1) x—2" x—1"

Portanto, apenas a recta de equacdo x =2 € uma assimptota vertical bilateral do grafico de f.

Determinagéo de assimptotas ndo verticais:

metim X im — " im L im — 1 —ox0=0
x—+0 X x—>+0 XN (X =1) x>+ X. x>+ In (X =1)

b= lim (f(x)-0.x)= lim ; =0, pois lim In(x—-1) =+
X—>+0 x—+o IN(x = 1) X—>+0

Portanto, a recta de equagédo y =0 é uma assimptota horizontal do grafico de f na vizinhanga de +w .

Tendo em consideragéo que o contradominio da fungdo x — In (x —1) é IR (note que o grafico desta fungéo
se pode obter por translagdo associada ao vector u = (1,0) do grafico da fungdo x — In x ), facilmente se

concluird que o contradominio de fsera D's = IR\ {0} .(Tenha em conta o contradominio da fungdo x — % )

1 1 -1
Vird In(x—T) = L s x—1=6” <> x=1+6”. Assim, | - IRV} e\ 2)

Sendo y = —— 1
In(x —1) y X >1+ex

No intervalo ]— 0, 0[ , a funcdo é continua, pois € o quociente de duas fungdes continuas: uma, que é uma
funcado afim, e outra, que é a diferenga entre uma fungao constante e a raiz quadrada de uma fungao afim.
No intervalo b + oo[ , a fungdo é continua, pois é também o quociente de duas fungdes continuas: uma, que é a

soma de uma fungédo afim com a composta da fungéo logaritmo com uma fungéo afim, e outra que é uma
fungao afim.

Vejamos se a fungéo é continuaem x=0.

%) 9 x 9 x

lim f(x)= lim —>—— " = lim XBAVO=X) iy XBHV9=X)
. o0 x-0" 3 -4/9 - x x>0 (3-4/9-x)(B3+49-x) x50 9-(9-x)

—gim XBHVOX) i 34 Ja-x)=3+49 =6

x—0" X x—0"

)

° lim f(x): lim MO = |lim (M+5_X):1+5:6

x—0" x—0" X x—0" X

o f(0)=6

Como lim f(x)= lim f(x)=f(0), a fungdo é continua no ponto O.
x—0" x—0*
A funcao é, portanto, continua em IR.

As solugdes da equacgao sdo as abcissas dos pontos de intersecgao do grafico da fungao f com a parabola de
equacgao y = x2.
Com recurso a calculadora grafica, podemos obter:
e parte do grafico da fungéo f
e parte da parabola de equagéo y = x?

e as abcissas dos pontos de intersec¢éo do grafico da fungdo com a parabola

[ L1i g blindon M1=CRE03=T (=K<l Y3sCOln C1+HRI+T3EITE)
JCA=KraCRaa Yasue YasEE

GrarF gl

Y1 - Hﬁﬁ-ﬁ_

W= CR=00 max_ =

WIASCLHEDIHTE D FE D CKFED =caledl

i Ymin i-2

h=-E max_ 1A i #
k- ISECT IZECT

scaleil ! !
To Store :[EXE] [IHIT [TRIG[ETD ¥#=-2.52891 1852 Y=E.3954260341 #=2.3UB319754  Y=5.5I4EOSEETA

As solugdes da equagao, com aproximagao as décimas, sdo -25 e 23.
11



13.No intervalo |-, 2[, quer no intervalo P, + o[, a fungao é continua, pois é o quociente de duas fungdes polinomiais
(logo continuas), ndo se anulando nesses intervalos a fungéo divisor.

Vejamos se a fungéo é continuaem t=2.
2 )
t--5t+6 (t-2)(t-3)

e limc(t)=Ilim——— =Ilm————~=Ilim({-3)=-1
t—>2 t>2 t-2 t—>2 t-2 t—>2

e c(2)=-1
Como tllmz c(t) = ¢(2), a fungéo é continua no ponto 2.
—

A funcao é, portanto, continua em IR.

14.
(-1? -1 8
a) f()=""Y "1_0ef4)=2_1-1.
1 4
ool (Bl (8.3 [,
b) Ora, T2 o e 2 & c 2 < " 3 & ce@.Llogo, a afirmagco feita é falsa.
c 6]1, 4[ C€]1, 4[ c e]1, 4[ c 6]1, 4[

O resultado obtido n&o contraria o teorema de Bolzano-Cauchy, pois f ndo € uma fungéo continua em [1, 4] ,
visto ndo ser continua a direita de x =1.

Com efeito, lim f(x)=f(1), pois lim f(x)= lim (§—1)=7 e f(1)=0.
x—>1* x—>1" x—=1" X

c) Determinagdo das assimptotas verticais:

2 p—
lim F(x)= lim X1 e
x—0" x—0" X
Logo, x =0 é equacdo de uma assimptota vertical bilateral.
2 p—
lim ()= lim X =1_0

x—>1 x—>1 X
Nao existe assimptota em x =1, pois os limites laterais nesse ponto sao finitos (ver alinea anterior).

Determinagéo das assimptotas néo verticais:

8 4
my = lim T X~ im (%_l):o;
X—=+0o X X—>+00 X X—>+0 X X
by= lim (f(x)-0xx)= lim (§—1):—1.
X—>+0 X—>+o X
Logo, y = -1 é equagdo de uma assimptota horizontal na vizinhanga de +o .
x% -1 5
my= lim T X i X 2‘1=1;
X—>—0 X X—>—0 X X—>—0 X
2 2 2
by= lim (Fx)-1xx)= lim 1 _x)= 1im X ==X g,
X—>—0 X—>+00 X X—>+00 X

Logo, y = x é equagao de uma assimptota obliqua na vizinhanga de —0.

O Professor
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