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Ano Lectivo de 2003/04 Funcgdes exponencial e logaritmica -1 12.° Ano

. Escreva a expressao e

Nome: N.°:  Turma:

=X
. Afungdo P(x)= 22500{%) ,X >0, é usada para determinar o valor de um carro (em euros) x anos depois da

Sua compra.

a) Qual é o custo inicial do carro?
b) Determine o custo do carro um ano e meio depois da compra.

c) Quanto desvaloriza o carro ao ano?

. Um psicélogo desenvolveu uma férmula que relaciona o nimero n de simbolos que uma pessoa pode memorizar no
tempo t, em minutos.

_t
Aformula é: f(t)=30-(1-e 3).

a) Calcule, de acordo com a fungéo f e com aproximagéao as unidades, quantos simbolos uma pessoa pode
memorizar em 4 minutos.

b) Uma pessoa memorizou 26 simbolos. Quanto tempo precisou, aproximadamente, para realizar tal tarefa?

a) Para modelar o crescimento de uma cultura de bactérias, um bidlogo encontrou a seguinte fungao:
P(t)=510-(18)!

onde t representa o tempo em horas, a contar desde o inicio da observagao, no momento em que havia 510
bactérias.

Escreva P(t) na forma P(t)=510- ekt com k aproximado as centésimas.

b) Durante um periodo de 10 horas, um bidlogo observou uma cultura de bactérias e efectuou os seguintes
registos:
T 0| 1] 2|3 4 5 6 7 8 9 10
(em horas)
Numero de bactérias

P)

1113 | 2153 | 4166 | 8061 | 15596 | 30176 | 58385 | 112963 | 218559 | 422868 | 816161

Sabendo que o comportamento do crescimento das bactérias pode ser modelado por uma expressao do tipo
P(t) = k-eP determine P(t). (t em horas)

. Considere um produto que actualmente tem o valor de 3.000 €. Admita que o produto vai aumentar de valor nos
proximos 6 anos em 20% ao ano e nos seis anos seguintes vai diminuir de valor 20% ao ano.

Determine o valor do produto, com aproximagao as unidades, no final dos 12 anos referidos.

xIn2 | gnx-2Iny 4 5-2109s3 (x5 0, y>0), sem usar logaritmos.



6. Um arquitecto resolveu usar a fungéo logaritmica para fazer o
arco de uma porta, como mostra a figura.

O arco AB é parte da fungéo y =Inx.
O arco BC é simétrico do arco AB relativamente a recta BD.

a) Defina uma fungao por ramos de modo que represente o

arco AB e o arco BC.

_ — 1 6 11
b) Determine a altura do arco (BD ).

7. Aintensidade I, em decibéis (dB), de um som audivel, pode ser dada por:
I =170+10.log4g P

onde P é o valor da poténcia, em certa unidade, do som emitido.

a) Sabe-se que um som com intensidade superior ou igual a 100 dB é prejudicial a saude.
Conclua dai, a partir de que poténcia é que devem ser utilizados meios de protecgéo auditiva.

b) Dois sons de poténcias P, e P, s&do emitidos por uma mesma fonte.

Sabendo que a intensidade do primeiro é dupla da do segundo (/4 =2 x/, ), mostre que i 7= 107 .
(P7)

c) Sendo/:P — 170 +10.logqg P uma fungéo real de variavel real, caracterize I, fungdo inversa de .

8. Considere a fungéo f(x)=2+In U A Xj .

a) Determine o dominio da funcao.

b) Determine m de modo que f(1-m)=2

9. Seja afungdo: f(x)=In

a) Determine o dominio da funcao.
b) Para estudar a paridade da fungéo, resolva as questdes pela ordem apresentada:
b1) Calcule f(-3), f(-2), f(2) e f(3); (valores exactos, como é débvio!)
b2) Justifique que f ndo é uma fungéo par;
b3) Mostre que f(-3)=—-f(3) e f(-2) =—-f(2) . A fungido podera ser uma fungao impar?
b4) Mostre que fé uma fungéo impar.
c) Determine x de modo que f(x)>0.

Sugestao: Recorde que |y| >acoy<-avy=a,para a>0.

d) Verifique a resolucao desta questao utilizando o Graphmatica ou a calculadora grafica.

10. Considere a fungéo real de variavel real
t(x)=9% —27 -6x3%.

Determine o seu dominio e os seus zeros.
Verifique a resolugao desta questéo utilizando o Graphmatica ou a calculadora grafica.

w =



11. Determine x, de modo que f(x) < g(x), sendo:

a) f(x)=In(x-1) e g(x)=In(3x)

b) f(x)=2"% e g(x)=3"%

12. Determine os zeros e caracterize a fungéo inversa de cada uma das seguintes fungdes:

a) f(x)=6">""
b) f(x)=2-log (x +3)

c) FR* >R, talque f(x)=Inx?.

13. Considere a fungéo real de variavel real, assim definida: {(x)=1+log (x2 -1).

a) Determine o dominio e os zeros da funcgéo.
b) Justifique que a fungdo ndo admite funcdo inversa.

c) Resolva a condigdo #(x)<0.

d) Considere as fungdes, reais de variavel real, assim definidas:
f(x)=x+1 g(x)=logx e h(x) = x? -1

Tendo em consideracéo que t(x) = (f o (g o h))(x) e ainda todo o estudo feito sobre as fungdes f, g e h,
determine o contradominio da fungao t. Explique o seu raciocinio.

e) Mostre que a expressao algébrica da correspondéncia (ndo fungéo) inversa da fungéo té x = +y1+ 10¥" e
comprove o conjunto indicado na alinea anterior.

f) Caracterize j*1 , funcao inversa da fungéo t restrita a ]1 + oo[.

g) Verifique na sua calculadora grafica o representado a seguir:

LUigw Window YiT=1+1loa CxE—=12

max =G.
scaleil
Ymin 1-3.1
marx 3.1
scaleil

[IHIT [RIG[ETD H=-g Y=l UTT12125U1

h) Como explica o observado confrontando-o com as respostas as alineas c) e d)?

i) Agora, utilize o Graphmatica para verificar a resolugdo deste exercicio.
14. O ndmero de células de certo tipo € dado em fungéo do tempo t (em segundos), pela igualdade

t
N(t) =Ny x2%, com k e Ny nimeros reais positivos.

a) Calcule N(t) para t=0 e t = k e deduza qual o significado das constantes Nj e k.

b) Suponha agora que Ny =100 e kK =100.
Calcule o instante em que o numero de células se torna 16 vezes maior do que no instante inicial.



15. Numa grande cidade surgiu uma epidemia de gripe asiatica. A evolugdo da doencga foi dada pela formula
p = 9-025t%4t45

onde P representa a percentagem de pessoas infectadas e t o tempo em dias apos a declaragéo da epidemia pelo
Servigco Nacional de Saude (SNS).

a) Determine, analiticamente, o periodo de tempo (em horas) em que a percentagem de pessoas infectadas foi
superior ou igual a existente no momento da declaragao da epidemia.

b) Quando da declaragéo da epidemia, o SNS sossegou a populagao da cidade informando que a situagéo néo
era de preocupar, pois tinham sido tomadas todas as medidas recomendadas e que a epidemia seria
erradicada em menos de uma semana.

Numa pequena composigdo, comente o teor das declaragdes do SNS, tendo em conta que:

e aepidemia considera-se erradicada quando a percentagem de pessoas infectadas for inferior a 1%;

e por questdes de saude publica e de acordo com a Organizagdo Mundial de Saude, este tipo de epidemia
configura uma situagéo muito grave quando afecta uma populagdo em mais de 60% por um periodo superior a
24 horas.

Nota: Na resolugdo desta questéo, deve utilizar as capacidades graficas da sua calculadora e enriquecer a sua composigdo com
o tragado de um ou mais graficos.
N&o é obrigatdrio a determinacéo analitica de valores que considere indispensaveis, desde que os apresente com uma
aproximagao razoavel e indique o processo que utilizou recorrendo a calculadora.

16. A figura representa um reservatorio com trés metros de altura.
Considere que, inicialmente, o reservatério esta cheio de agua e que, num certo instante, se abre uma valvula e o
reservatdrio comega a ser esvaziado.
O reservatério fica vazio ao fim de catorze horas.

Admita que a altura, em metros, da agua no reservatério, t horas apods este ter
comegado a ser esvaziado, é dada por

h(t)=log,(a—bt), te [0, 14], onde a e b sdo constantes reais positivas.

a) Mostre que a=8 e que b:%.

b) Prove que a taxa de variagdo média de h no intervalo [6, 1 1] é -02.
Interprete este valor no contexto da situagéo descrita.

Nota: A utilizagéo da calculadora nédo sera permitida para a resolugdo desta questao.

c) Caracterize ¢, fungéo inversa de h.

17. Utilizando uma calculadora grafica a Ana descobriu que a equagédo log x? = 2log3 tinha duas solugdes, que eram
3 e -3. De seguida, resolveu algebricamente a equagéo seguindo os seguintes passos:

log x2 =2log 3 < 2log x = 2log 3 < logx =log 3 < x =3

Onde esta o erro? Justifique.

1.1 ~
18. Sabendo que iy entao (%)2 > (%)3.
Na inequacao que se segue, a > 1:
)2

log, (3)” > |oga(%)3 < 2log,(3) > 3log,(3) = 2> 3

Onde esté o erro? Justifique.



19. Num Instituto de Pesquisa Ecoldgica estudou-se a relagédo entre o oxigénio consumido por pequenos animais e o
respectivo peso. Encontrou-se a formula aproximada

log y =log 6 +0,9.log x
onde y é o volume de oxigénio em microlitros por hora e x o peso da colénia em gramas.
a) Exprima y em fungdo de x.

b) Sendo y, o oxigénio correspondente ao peso x, =100x , calcule Y2 e interprete o resultado.
y

20. Ao ser langado, um foguetao € impulsionado pela expulsdo dos gases resultantes da queima de combustivel
numa camara.

Desde o arranque até se esgotar o combustivel, a velocidade do foguetdo, em quildbmetros por segundo, é
dada por:

v(t) = -3.log,(1-0,005t) - 0,01t
A variavel t designa o tempo, em segundos apds o arranque.

a) A massa inicial do foguetdo é de 150 toneladas, das quais 80% correspondem & massa do combustivel.
Sabendo que o combustivel € consumido a taxa de 0,75 toneladas por segundo, justifique que
t <[0,160].

b) Prove que a taxa de variagdo média de v no intervalo [1 00, 150] € 0,05.
Interprete este valor no contexto da situagao descrita.

SOLUCOES

1 6.
a) 22.500 €. In x < 1<x<6
. a) f(x)= .
b) Aproximadamente 14.614 €. In(-x+12) < 6<x<11
c) 25%. b) 1,79 u. c. aproximadamente.
2, 7

a) 22 simbolos. a) A partir de poténcias superiores ou iguais a

b) 6 minutos. 10~7 dB devem ser utilizados meios de
proteccao auditiva.

(12100 ... P>107").
a) P(t)=510-¢%%% (2c.d.).

b) Iy =2xl, & ..o P07,

2
b) P(t)=1113e%%, (2cd.). o
1. +
4. 2348 € aproximadamente). c) o /R_);Rﬂo
/—-10 10
5. 2X+i2+1.
y 9
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]-11[.

m=1.

RA{-11}.

xeR3\{1).

=R ; apenas tem um zero: x=2.

Xe]1,+oo[.

xe]—oo,O[.

N&o tem zeros.

' IR*SIR
x—>1—|og6x'

x=97.

f1r IR -3+
X —>-3+10%7%

x=1.
1. IRSRY
x —>JeX
D; =]-ow,~1[Ut+o];

v110

X=——— , X=

v110

10

i IR e

X —> 1051 41

N(0) =Ny e N(k)=2N,.

O numero de células torna-se 16 vezes maior do
que no instante inicial decorridos 6 minutos e 40
segundos apos esse instante.

Ha 32% de pessoas infectadas no momento da
declaracéo da epidemia, pois P(0) = 25 =32.
A percentagem de pessoas infectadas foi
superior ou igual a existente no momento da
declaragao da epidemia durante as primeiras

4 x 24 =96 horas apds essa declaragao.

(P()232 ..o tel04])

16.

17.

18.

19.

20.

c)
t: [0,3]—>[0,14]
h— 162"
A condicdo dada tem dominio R\ {0} e a condigao

2logx = 2log3 tem dominio R™ .
Portanto, a primeira equivaléncia que estabeleceu
apenas ¢é validaem R* e ndo no dominio da

equacgao que pretendia resolver. Dai nao ter
determinado a solugao negativa.

Como a > 1, entdo Ioga%< 0.

O erro ocorreu na ultima passagem, pois dividimos
os dois membros da inequagao por um numero
negativo (log, % ), pelo que o sinal da desigualdade

deveria ter sido trocado.

a) y=6x%°

b) Y2 -100%° ~631.
y

O resultado obtido pode ser interpretado da
seguinte maneira: Quando o peso duma colonia
destes animais aumenta 100 vezes, o volume
de oxigénio consumido aumenta (apenas) cerca
de 63 vezes.

a) A massa de combustivel € 0,8 x150 =120
toneladas. Como é consumido a taxa de 0,75
t/s, o combustivel dura 120 + 0,75 = 160

segundos.
Como v esta definida desde o arranque do
foguetéo até se esgotar o combustivel,

conclui-se que t [0, 160] .

O Professor





