Escola Secundaria/3 da Sé-Lamego
Ficha de Trabalho de Matematica

Ano Lectivo 2003/04 Probabilidade condicionada; acontecimentos independentes 12.° Ano

Nome: N.°  Turma:_

1. Demonstre que se A e B sdo acontecimentos independentes, também s&o independentes AeB.

Sugestdo: Se A e B sdo independentes, entdo p(A N B) = p(A)- p(B) . Pretende-se demonstrar que p(z N E) = p(Z) . p(E) .

2. Estude a dependéncia dos acontecimentos M e N, sabendo que:

a) p(M)=0; p(N)=0 e M e N sado incompativeis;
b) p(M)=0 e Mc N,

c) p(N)=0 e M é um acontecimento qualquer.

3. Um casal tem trés filhos e sejam os acontecimentos:

e A: “o casal tem no maximo uma rapariga”
e B: “o casal tem filhos de ambos os sexos”

Calcule p(A), p(B) e p(AnB), e verifique se A e B sdo acontecimentos independentes.

4. A Luisa tem duas moedas no bolso, uma viciada e outra normal. Na moeda viciada a probabilidade de sair cara é % .
A Luisa tira uma moeda do bolso aleatoriamente, atira-a ao ar e verifica que sai cara.
Determine a probabilidade de ela ter tirado do bolso a moeda viciada.

5. Tenho duas caixas iguais. A caixa A tem 10 rebugados de mentol e 20 de limao, enquanto a B tem 20 de mentol e
10 de limao. Peguei numa das caixas e tirei ao acaso um rebugado.
Era de mentol. Qual é a probabilidade de ter escolhido a caixa A?

6. Os centros de transfusao sanguinea publicaram o quadro ao lado com a distribuicdo dos principais grupos
sanguineos no ano de 1997 num dado pais. Sabe-se que o sangue de qualquer ser humano possui uma
determinada caracteristica chamada factor Rhésius (RH). Esta caracteristica pode tomar duas formas: RH positivo

(RH™) ou RH negativo (RH™). (Estas caracteristicas n&o variam com o sexo)

Considerando um casal ao acaso, determine a probabilidade de que:

a) O homemseja R™ eamulher R™.

R+ 37,0% 38,1% 6,2% 2,8%
b) O homem seja [0R*]e a mulher [AR™].

R 7,0% 7.2% 1,2% 0,5%

c¢) O homem seja R~ eamulher R™.
d) O homem seja [BR™ ] e a mulher [BR™ ].

e) Sabendo que um individuo tem sangue tipo A, ter R™ .



7. Um estudante realiza dois exames no mesmo dia. A probabilidade de que fique aprovado no primeiro exame é de
0,7 e a probabilidade de que passe no segundo é 0,6 e a de que aprove em ambos ¢ de 0,4.
a) Calcule:
al) a probabilidade de que fique aprovado em, pelo menos, um exame;
b2) a probabilidade de que nao fique aprovado em nenhum.
b) Serdo as provas independentes?

c) Determine a probabilidade de que passe no segundo exame, no caso de ter reprovado no primeiro.

8. Um saco contém seis bolas, numeradas de 1 a 6.
As bolas que tém numeros pares estao pintadas de verde.
As bolas que tém numeros impares estéo pintadas de azul.
Extraem-se, aleatoriamente, e de uma sé vez, duas bolas do saco.
Sejam A e B os seguintes acontecimentos:

e A: “As duas bolas sdo da mesma cor.”
e B: “O produto dos niumeros das bolas & impar.”

a) Determine p(A). Apresente o resultado na forma de fracgao irredutivel.

b) Indique, justificando, o valor da probabilidade condicionada p(A | B) .

9. Considere:

e uma caixa com seis bolas, todas brancas;
e seis bolas pretas, fora da caixa;
e um dado equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6.

Langa-se duas vezes o dado.
Tiram-se, da caixa, tantas bolas brancas quantas o nimero saido no primeiro langamento. Colocam-se, na caixa,
tantas bolas pretas quantas o nimero saido no segundo langamento.
a) Qual é a probabilidade de a caixa ficar com seis bolas? Apresente o resultado na forma de fracgédo irredutivel.
b) Sejam A e B os acontecimentos:
A -«Sai face 5 no primeiro langamento do dado.»

B -«Ficam, na caixa, menos bolas brancas do que pretas.»

Indique, justificando, o valor da probabilidade condicionada p(B | A) .
Apresente o resultado na forma de fracgao irredutivel,

10. Um baralho de cartas completo é constituido por cinquenta e duas cartas, repartidas por quatro naipes de treze
cartas cada: Espadas, Copas, Ouros e Paus. Cada naipe tem trés figuras: Rei, Dama e Valete.

a) Retirando, ao acaso, seis cartas de um baralho completo, qual é a probabilidade de, entre elas, haver um e um
s6 Rei? Apresente o resultado na forma de dizima, com aproximagao as milésimas.

b) De um baralho completo extraem-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas cartas.
Sejam E4, C; e F» os acontecimentos:

E+: sair Espadas na primeira extracgao;
C,: sair Copas na segunda extracg¢ao;
F,: sair uma figura na segunda extracgéo.

Sem utilizar a férmula da probabilidade condicionada, indique o valor de p((F, N C5)| E¢). Numa pequena
composicéo, com cerca de dez linhas, explicite o raciocinio que efectuou. O valor pedido devera resultar
apenas da interpretacado do significado de p((F, nC5,)| E¢), no contexto da situacdo descrita.



11. Uma turma do 12.° ano é constituida por vinte e cinco alunos (quinze raparigas e dez rapazes). Nessa turma, vai ser
escolhida uma comissao para organizar uma viagem de finalistas.
A comissao sera formada por trés pessoas: um presidente, um tesoureiro e um responsavel pelas relagées
publicas.

a) Se o delegado de turma tivesse obrigatoriamente de fazer parte da comisséo, podendo ocupar qualquer um dos

trés cargos, quantas comissdes distintas poderiam ser formadas?

b) Admita agora que o delegado de turma pode, ou ndo, fazer parte da comissao.

b1)

b2)

Quantas comissdes mistas distintas podem ser formadas?
Nota: Entenda-se por comissdo mista uma comisséo constituida por jovens que néo séo todos do mesmo sexo.

Suponha que a escolha dos trés elementos vai ser feita por sorteio, da seguinte forma.

Cada aluno escreve o seu nome numa folha de papel. As vinte e cinco folhas sdo dobradas e
introduzidas num saco. Em seguida, retiram-se do saco, sucessivamente, trés folhas de papel. O
primeiro nome a sair corresponde ao do presidente, o segundo, ao do tesoureiro, e o terceiro, ao do
responsavel pelas relagbes publicas.

Sejam A, E e C os acontecimentos:

A: «o presidente é uma raparigay;

E: «o tesoureiro é uma raparigay;

C: «a comisséo é formada so por raparigas».

Indique o valor da probabilidade condicionada p(C | (A N B)) e, numa pequena composi¢éo, com cerca
de dez linhas, justifique a sua resposta.

Nota: Nao aplique a férmula da probabilidade condicionada. O valor pedido devera resultar exclusivamente da
interpretagéo de p(C | (A N B)), no contexto do problema.

12. Seja S o conjunto de resultados associado a uma experiéncia aleatéria. Sejam E; e E, dois acontecimentos
possiveis (E4c S e E;  S).

a) Prove que p(EqUE,)=1-p(Eq)x p(E, | Ey).

b) Um baralho de cartas completo é constituido por cinquenta e duas cartas, repartidas por quatro naipes de treze

cartas cada: espadas, copas, ouros e paus.

De um baralho completo extraem-se, sucessivamente e sem reposi¢ao, duas cartas.

Qual é a probabilidade de pelo menos uma das cartas extraidas ndo ser do naipe de espadas?
Apresente o resultado na forma de fracgao irredutivel.

Nota: Se o desejar, utilize a igualdade referida na alinea anterior; neste caso, devera comegcar por caracterizar claramente os

acontecimentos E; e E; , no contexto da situagéo apresentada.

Num certo jogo de cartas, utiliza-se um baralho completo e dao-se treze cartas a cada jogador.

Imagine que esta a participar nesse jogo.

Qual é a probabilidade de, nas treze cartas que vai receber, haver exactamente seis cartas do naipe de
espadas? Apresente o resultado na forma de percentagem, arredondado as unidades.

13. Seja S o0 espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatéria.
Sejam A e B dois acontecimentos (Ac S e Bc< S).
Sabendo que A e B sdo independentes, prove que:

p(A U B) = p(A) + p(B) x p(A)

14. Uma caixa contém cinco bolas brancas e cinco bolas pretas, indistinguiveis ao tacto.
Tiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposi¢édo, duas bolas da caixa.
Considere os seguintes acontecimentos:

B+ - a bola retirada em primeiro lugar é branca;
By - a bola retirada em segundo lugar é branca.

Qual é o valor da probabilidade condicionada p(B, | B1)?
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SOLUCOES

2,

a) Séao dependentes.

b) Sé serdo independentes se N for o conjunto de
resultados, isto &, se p(N)=1.

c) Sao independentes.

1.3 63

2'4 78
Os acontecimentos sédo independentes.

(&1

[S]EN

a) 0841x0,159 ~ 0,134

b) 037x0,381~ 0,141

c) 0,159x0,159 ~ 0,0253
d) 0,012x0,062 ~0,00074
e) 0072-+0,453~0,159

a1)0,9
a2)0,1
b) Nao, visto p(Eq1NEy) = p(Eq)-p(Ey) .

c)%

a)

b)

b)
10.
a)
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1.

b)
c)
12.
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0,336
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Escola Secundaria/3 da Sé-Lamego
Ficha de Trabalho de Matematica

Ano Lectivo 2003/04 Probabilidade condicionada; acontecimentos independentes 12.° Ano

Proposta de Resolucao:

1. Aceitando a sugestéo, temos:

P(ANB) = p(AUB)
= 1-p(AuB)
= 1-p(A)-p(B)+p(ANB)
= 1-p(A)-p(B)+ p(A)- p(B) ,pois,por hipbtese, A e B sdo acontecimentos independentes
= (1-p(A)*(1-p(B))
= p(A)-p(B)

a) Ora, p(M nN)=p(d)=0, pois M e N sdo acontecimentos incompativeis.
Por definigdo de probabilidade condicionada, temos
p(NAM) p(D) 0 o
P(NIM) = = = =0 (por hipétese p(M)=0 e p(N)=0).
pM) — p(M)  p(M)

Logo, sendo p(N /M) = p(N), os acontecimentos sdo dependentes.

b) Como M c N, entdo MNN =M.
Logo, p(M N N) = p(M) =0, pois por hipétese € p(M) =0 .
p(NAM) _ p(M)
Por outro lado, p(N/M)=———"=—--==1 (p(M) #0).
p(M) p(M)
Portanto, os acontecimentos M e N apenas serdo independentes se p(N) =1, isto &, se N for o espago de
resultados (Q).

c) Se p(N)=0,entdo N=0.

Assim, p(N M) = p(2)=0= p(N)-p(M), pois p(N)=0.
Logo, os acontecimentos M e N s&o independentes.

3. Definindo os acontecimentos A e B e o conjunto de resultados, temos:

Q= {MMM),(M,M,F),(M,F.M),(M,F,F),(FM,M),(F.M,F),(F,F,.M),(F,F,F)}
A= {MMM),(M,M,F),(M,F,M),(F,M,M)}
B ={M,M,F),(M,F,M),(M,F,F),(F.M,M),(F,M,F),(F,F,M)}

4 1 6 3 3
Logo, p(A) = 52 p(B) = 3-17° pP(ANB) = p({(M,M,F),(M,F,M),(F,.M,M)}) = re
Ora, p(A)-p(B) = % x% = % = p(An B), logo os acontecimentos A e B sdo independentes.

3

4. Sabe-se que p(C/V) :Z. Pretende-se descobrir p(V /C) (Porqué?).
Ora, (acompanhe o raciocinio com o diagrama ao lado)
p(VnC)
p(VIC) = —————
p(C)
_ p(v)-p(C/V)
pVNC)+p(VnC)

pVv)-p(CIV)
p(V)-p(C1V)+p(V)-p(CIV))

Hlw
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5. Pretende-se determinar p(A/M) (Porqué?). (Faga um diagrama!)

1.1 1 1
_PAnM) _ p(A)-p(MIA) 2%3 _ 5 _6_1
Ora, p(A/M)= = = = ===3.
pM)  p(ANM)+p(BAM)  p(A)-p(MIA)+p(B)-p(MIB)  fxl+lxZ 2
6.
a) p(R* "R )=p(R*) p(R™)=0841x0,159 ~ 0,134 . 0 A B | AB | Total
R* 37,0% | 38,1% | 6,2% | 2,8% | 84,1%
b) p(OR* "AR')=p(0R")-p(AR*) =037 x0,381~0,141.
R~ 70% | 72% | 1,2% | 0,5% | 15,9%
c) p(R"NR7)=p(R7)-p(R™)=0159x0,159 ~ 0,0253 . Total | 44,0% | 45,3% | 7,4% | 3,3% |100,0%
d) p(BR™ nBR*)=p(BR™)-p(BR")=0,012x0,062 ~ 0,00074 .
e) pR/a=PBE A 0072 459
P(A) 0,072+ 0,381
7.
al) p(E1VEy)=p(E1)+p(Es)-p(E1nE)=07+06-04=09.
a2) p(Ey N E,) = p(Ey UE,) =1- p(Ey UE,) =1-09 =01
b) Ora, p(E1"Ey)=04 e p(Eq)-p(E5)=0,7x06=042.
Como p(EqNEjy)#P(Eq)-p(Ey), as provas néo s&o independentes.
c) Acompanhe a resolugéo pelo diagrama ou pela tabela, depois de os ter completado.
p(Ey 1By~ PE2OED 02 2 Wi e p(E; A Ey) = p(E,)- p(Es ~Ep) = 060402
P(E;) 03 3
E; E, E, 04 -———- ‘
|
E 04 | 02 | 06 E,
E, 0,3 0,1 0,4 07 |
|
0,7 0,3 1 o ' p(E2)=086
E> 1
1
|
E, 02 --—-—-- !
Eq
03
E;
P(E1nEz)=p(E2)-p(E1nE2)=06-04=02
8.
3 3 3
a) Ora, p(A) = p(WV U AA) = —C2+°Ca _27Cy _2x3 2
6¢c, 6c, 15 5
b) p(A|B) =1 visto que, se o produto dos nimeros é impar, ambas as bolas t¢m nimeros impares, pelo que sdo
ambas azuis, sendo assim, da mesma cor.
9.
a) Para que a caixa fique com 6 bolas, o nimero saido no dado no primeiro langamento tem de ser igual ao saido
no segundo langamento. Portanto, dos 36 resultados possiveis, apenas 6 sao favoraveis. Logo, p = % :%



10.

1.

12.

b)

a)

b)

a)

p(B|A)= % , pois p(B| A) designa a probabilidade de ficarem na caixa menos bolas brancas do que pretas,

sabendo que saiu a face 5 no primeiro langamento. Ora, tendo saido a face 5 no primeiro langamento, ficou
apenas uma bola branca na caixa. Para que fiquem, na caixa, menos bolas brancas do que pretas, tera de sair
face 2, 3, 4, 5 ou 6 no segundo langamento.

Como cada acontecimento favoravel é constituido por um Rei (escolhido entre 4 possiveis) mais 5 cartas,
qualquer uma delas diferente de Rei (escolhidas, portanto, de entre 48 possiveis), vem:

_fep®estepes+te e+ te®es 4
5ZC 5ZC
6

~ 0,336 .

p((Fo N Cy) | E4) significa «probabilidade de sair figura de copas na segunda extrac¢do, sabendo que saiu

uma carta de espadas na primeira extracgao».

Tem-se, assim, que:

O numero de casos possiveis € 51 (nimero de cartas existentes no baralho, apés a extracgéo da primeira
carta).

O numero de casos favoraveis € 3 (numero de figuras de copas existentes no baralho, apés a extracgao da
primeira carta, a qual, por ser de espadas, ndo é figura de copas).

A probabilidade pedida é, por aplicacédo da regra de Laplace, p((F;, nCy)| Eq) = %

Podem ser formadas N = 3x?*A,=3C,x?*C, x P, =1656 comissdes distintas, dado que o delegado pode

ocupar qualquer um dos trés cargos e os restantes dois elementos podem ser escolhidos de um grupo de 24
alunos, sendo depois possivel a permutacédo dos dois cargos disponiveis entre si.

b1)Se as comissdes sdo mistas, entdo participam dois rapazes e uma rapariga ou duas raparigas e um rapaz.

Logo, podem obter-se N'=(("°Cyx'0C5)xP3)+(('°Cyx"°Cy)x P;) = 3x15x'° A, +3x10x"° A, = 10350
1rapariga e 2 rapazes 1rapaz e 2 raparigas
comissdes mistas distintas.

b2) p(C | (A~ B)) significa «probabilidade de a comissdo ser formada so por raparigas, sabendo que, para

a)

b)

presidente e para tesoureiro, foram sorteadas duas raparigas».

Tem-se, assim, que:

O numero de casos possiveis é 23 (numero de alunos que restam, apds o sorteio para os cargos de presidente
e tesoureiro).

O numero de casos favoraveis € 13 (numero de raparigas que restam, apds o sorteio para os cargos de
presidente e tesoureiro).

13

A probabilidade pedida €, por aplicagdo da regra de Laplace, p(C | (AN B)) = 23"

p(EyUEy) = p(Ep nEy)
1-p(Ex NEy)

1-p(E1)x(Ey | Eq)

Sejam E4 e E; os seguintes acontecimentos:
E+: “Sair espadas na primeira extrac¢ao”
E,: “Sair espadas na segunda extracgao”

Ora, dado que E; U E, equivale a “pelo menos uma das cartas extraidas ndo é do naipe de espadas”, temos:

P(E1WEy) = 1-p(Eq)xp(E; | Eq)
13 12
= e x—
52 51
1 4
= 1-—x—
4 17
B 1
17
16
17



c) Uma mao de 13 cartas pode ser obtida de 52C13 maneiras distintas, ja que n&o interessa a ordem da
distribuicdo das cartas nem tdo pouco pode haver repeticdo das mesmas. Ora, as seis cartas do naipe de
espadas podem ser escolhidas de 1306 maneiras distintas de entre as 13 cartas desse naipe. As restantes 7

cartas podem ser escolhidas de 3907 maneiras distintas de entre as cartas dos outros trés naipes.

Logo, a probabilidade pedida é p =

13.
p(AuB) = p(A)+p(B)-P(ANB)
= p(A)+p(B)-P(A)x p(B) ,pois A e B sdoindependentes
= p(A)+p(B)x(1-p(A))
= p(A)+p(B)x p(A)
5x4 2
_PB1nBy) _10x9 _9_2 ,_4
14.0ra, p(B; | By) = pB) 5 19 2=3-
10 2

Ou, melhor ainda: Se a primeira bola extraida é branca, restam 9 bolas na caixa, das quais apenas 4 sdo brancas.

Logo, na segunda extracgéo, a probabilidade de extrair uma bola branca é de 4 em 9, isto &, % .



