Escola Secundaria/3 da Sé-Lamego
Ficha de Trabalho de Matematica

Ano Lectivo 2003/04 Intersecg¢do de planos; Resolugao de sistemas 11.° Ano

Nome: N.°:  Turma:

1. Qual ainterseccdo dos planos a: 2x-3y+z=2 e B: x—-2y-z=17

2. Determine a intersecgdo dos planos dados pelas seguintes equacgdes:

o X+2y—-z+6=0; B:3x+y+z=4 e y: x-3y—-2z=1.

3. Qual aintersecgdo do plano a: 2x+y —-z=3 comoplano f8: 4x+2y-2z=107

4. Determine a intersecgéo dos planos dados pelas seguintes equagdes:

o X+y+z-6=0; B: 2x-y+1=0¢e y: 3x+z-2=0.

5. Investigue se ha pontos comuns aos trés planos dados pelas seguintes equacgdes:

o X+2y-3z=-6; B: 2x-y-z=3 e y: x+y—-2z=-3.

6. Qual a intersecgdo dos planos a.: 2x+y—-z=3 ; B: 4x+2y—-2z=10 e y:6x+3y-3z=0

7. Qual ainterseccdo dos planos a: 2x+y—-z=3 ; B: 4x+2y—-2z=10e y:x+y—-z=1

8. Qual a intersecgdo dos planos: a: 2x -3y +z=2 ;fB: x-2y-z=1evy: 2x-4y-2z=27

recta de intersecgdo

A intersecgédo é vazia

ponto de intersecgdo recta de intersecgao

recta de intersecgdo

@

A intersecgdo é vazia

recta de intersecgao

A intersecgao é vazia
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Proposta de Resolucao:

1.

Qual a intersecgdo dos planos a: 2x-3y+z=2 e B: x-2y-z=17

2x-3y+z=2

Essa intersecgdo é o conjunto dos pontos cujas coordenadas satisfazem as equacdes do sistema { 5 1
X—2y—-z=

Estes planos n&o so paralelos (os vectores normais, n, =(2,-3,1) e Flﬂ =(1,—2,—1) nao sao paralelos), logo a
sua intersecg¢ao € uma recta.

Resolvendo o sistema em ordem a x e a y, vem:

2x -8y +z=2 2x(2 N—3y+z=2 _ 3
{x V+z - { x(2y+z+1)-3y+z - {y z

xX-2y-z=1 x-2y-z=1 X =-57+1
x -1 y z recta de intersecgédo
Ou seja, o = = = T que sao equagodes cartesianas da recta de

interseccao.

Essa recta passa no ponto (1, 0, 0) e é paralela ao vector v = (-5, -3, 1).

Ha infinitos ternos ordenados (x, y, z) que verificam o sistema (qualquer ponto
da recta de intersecgéo verifica o sistema) por isso diz-se que o sistema é
indeterminado.

Determine a intersecgdo dos planos dados pelas seguintes equacgoes:

o X+2y-z+6=0; B:3x+y+z=4 e y: x-3y—-2z=1.

X+2y-z=-6
O ponto pedido é a solugéo do sistema de equagbes <3x+y+z=4
x-3y-2z=1
Resolvendo o sistema, vem:
X+2y-z=-6 Sy+z=-7 5z=15 z=3
3Ix+y+z=4 << 10y+7z=1 < 10y +7z=1 S Jy=-2.
x-3y-2z=1 x-3y—-2z=1 x-3y-2z=1 x=1

. . onto de intersecgédo
Os trés planos intersectam-se no ponto J (1, -2, 3). P ¢

Obtém-se um, e um so6 terno ordenado de valores reais que verifica o sistema. Diz-se entdo que o sistema é
possivel e determinado.

Qual a intersecg¢édo do plano a: 2x+y—-z=3 como plano B: 4x+2y—-2z=107

nao tem solugoes.

O sisterna {2x+y—z=3 - {2x+y—z=3

4x+2y—-2z=10 2x+y-z=6

Os vectores normais n, =(2,1,-1) e ﬁﬁ = (4, 2, — 2) séao paralelos, logo

também sdo paralelos os planos e sao conjuntos disjuntos. A intersecgao é

X ., . . . A intersecgdo é vazia
vazia. Este sistema é impossivel.



4. Determine a intersecgéo dos planos dados pelas seguintes equagdes:

o X+y+z-6=0; B:2x-y+1=0e y: 3x+z-2=0.

Resolvendo o sistema, vem:

X+y+z=6 X+y+z=6 X+2x+1+2-3x=6 0x=3
2x-y=-1 < <Jy=2x+1 & Yy =2x+1 < {1y =2x+1. Logo, o sistema é impossivel.
3x+z=2 z=2-3x z=2-3x z=2-3x

E de reparar que a intersecgdo dos dois Gltimos planos é a recta
x y-1 z-2

1 2 -3

que é paralelaaoplano a: x+y+z-6 =0, visto

que (2, -3, 1).(1,1,1)=0.

Logo nado se pode encontrar qualquer ponto comum aos trés planos.
As equacgdes do sistema dizem-se condi¢gdes incompativeis.

5. Investigue se ha pontos comuns aos trés planos dados pelas
seguintes equagdes:

o X+2y-3z=-6 ; B: 2x-y—-z=3 e y. X+y—-2z=-3.

Resolvendo o sistema, vem:
recta de intersecgéo

X+2y-3z=-6 X+2y—-3z=-6 X+2y-3z=-6
2x-y-z=3 & y-z=-3 & y-z=-3 0 que equivale a obter apenas duas equagdes.
X+y—-2z=-3 -3y+3z=9 y-z=-3

Entdo, como ha 3 incognitas, podemos exprimir duas delas em fungéo da terceira, o que mostra que o sistema é
indeterminado:

X+2y-3z=-6 X+2(z-3)-3z=-6 xX=z
= = .
y=z-3 y=z-3 y=z-3

Para cada valor escolhido para z vem um valor para x, outro para y, logo o
sistema tem infinitas solugdes.

. X=2z X y+3 z
O sistema pode escrever-se — = ==, logo a recta que passa
y=z-3 1 1 1
em (0, -3, 0), com vector director (1, 1, 1) € comum aos trés planos dados; todos
0s seus pontos sao solugao do sistema.

recta de intersecgdo

6. Qual a intersecgdo dos planos a: 2x+y—-z=3 ; B: 4x+2y—-2z=10 e y:6x+3y—-3z=0

2x+y-z=3 2x+y-z=3
O ssistema {4x+2y-2z=10 < {2x+y-z=6 nao tem solugdes.
6x+3y-3z=0 2x+y-z=0

Os vectores normais n, =(2,1,-1), ng =(4,2,-2) e n, = (6,3, -3) séo

paralelos, logo também s&o paralelos os planos e s&o conjuntos disjuntos. A
interseccao é vazia. Este sistema é impossivel. A intersecgdo é vazia




7. Qual a interseccdo dos planos a: 2x+y—-z=3 ; B: 4x+2y-2z=10e y:x+y—-z=1

2x+y-z=3 2x+y-z=3
O sistema {4x+2y-2z=10 < {2x+y-z=6 nao tem solugdes.
xX+y—-z=1 x+y-z=1

Os vectores normais n, =(2,1,-1), Flﬂ = (4, 2, — 2) sao paralelos, logo

também séo estritamente paralelos os planos a e B. Estes planos séo
concorrentes com o plano y.

A interseccao é vazia. Este sistema é impossivel.
8. Qual a intersecgao dos planos: A intersecgdo é vazia
o 2x-3y+z=2 ;B x-2y-z=1ey: 2x-4y-2z=27

Dois dos planos séo coincidentes (3 e y) e o terceiro ndo € paralelo aos dois restantes (os vectores normais,
n,=2-31"e ﬁﬁ =(1,—2,—1) ndo sao paralelos), logo a sua intersecgao é uma recta.

Resolvendo o sistema em ordem a x e a y, vem:

2x-3y+z=2 2% (2 D-3 ) 3
z+1)- z= =-3z
X-2y-z=1 { X(2y+ +1) v o {y 571
X—-2y—-z=1 X-ey-z= X=—oz+
.ox-1 y b4 . recta de intersecgéo
Ou seja, -3~ 71 que sdo equagdes cartesianas da recta de

intersecgao.

Essa recta passa no ponto (1, 0, 0) e ¢ paralela ao vector v = (-5, - 3,1).

Ha infinitos ternos ordenados (X, y, z) que verificam o sistema (qualquer ponto
da recta de interseccéo verifica o sistema) por isso diz-se que o sistema é
indeterminado.

O Professor



