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1. Aregido do espaco definida, num referencial ortonormado, por x? +y2 +22<1 A z= —% é:

V3

[A] a circunferéncia de centro (0, 0, —% ) e raio - -

[B] o circulo de centro (0, 0, 0) e raio g .

[C] a circunferéncia de centro (0, O, —% ) e raio 1.

V3

[D] o circulo de centro (0, O, —% ) e raio - -

2. Pelos pontos A (1, -2, 1), B (3, -1, 2), C (-1, -3, 0) passa (ou passam):

[A] um e um so plano. [B] uma infinidade de planos.
[C] trés e so trés planos. [D] nenhum plano.

3. Num referencial ortonormado Oxyz, os planos a e 3 sdo definidos pelas equagdes:
o x—y+z+%=0 e B: 2x+2y+2z+1=0

Os planos a e B séo:

[A] coincidentes. [B] estritamente paralelos.
[C] concorrentes ndo perpendiculares. [D] perpendiculares.

4. Indique qual dos pares de equagdes seguintes define, num referencial ortonormado Oxyz, um par de planos
perpendiculares.

[A] x+y=3 e x+y=0 [Bl - x+y-z=1 e 3x+2y+2z=2.
[C] x=y e z=0. [D] 2x+2y+z=9 e x-3z=0.

5. Num referencial ortonormado Oxyz, a interseccao das superficies esféricas definidas pelas equagdes

x2+y?+72-4 e x®>+y?4+2%-9

[A] Um ponto.

[B] Uma superficie esférica.
[C] Uma circunferéncia.

[D] O conjunto vazio.



6. Dois planos a e  sdo estritamente paralelos. Qual das afirmag¢des seguintes é verdadeira?

[A] Qualquer recta contida em a € paralela a qualquer recta contida em p.

[B] Ha rectas contidas em a que intersectam .

[C] Ha rectas perpendiculares a o. que ndo sao perpendiculares a p.

[D] Dada uma recta contida em «, existem em $ infinitas rectas que Ihe sdo paralelas.

7. Na piramide de Keops, quadrangular regular, a aresta da base tem 23 dam de
comprimento e o angulo que cada face forma com a base é de 52°.
Sejam A, B, C e D os vértices da base e V o vértice da piramide.
Considere o referencial ortonormado em que a unidade considerada é 10
metros e indique:

a) As coordenadas do vértice V da piramide (utilize uma aproximacgéo a
menos de 0,1).

b) Uma equacgao cartesiana do plano perpendicular a VB e que contém o
vértice D.

¢) Uma equacgao vectorial da recta paralela a VC e que contém o ponto
(2,-1,0).

N
d) Considere a familia dos vectores perpendiculares a CA que tém origem
em A e norma igual a 2. Que lugar geométrico definem os pontos extremidade destes vectores?
Caracterize-o por uma condigao em x, y, z.

8. Considere, num referencial ortonormado (O, €4, €5, €3 ), 0 vector i = (2, 5, 0).

a) Indique, justificando, dois vectores que sejam perpendiculares a U mas que n&o sejam colineares.
b) Qual o &ngulo de u com €4 ? (Aproximag&o a menos de 0,01 radianos.)

c) Escreva uma equagéo cartesiana do plano o perpendicular a U e que intersecta o eixo Oy no ponto (0, 1, 0).

d) Considere os planos, B: x+y+z=1,y: 3y—-2z=1.
Indique, justificando, qual a posigao relativa dos planos o, § e y.

9. No referencial ortonormado Oxyz esté representado um cubo de faces paralelas
aos planos coordenados. O perimetro de cada face €, na unidade considerada, c ° E
igual a 16.

a) Escreva uma equagéo cartesiana do plano que contém os pontos D, G e F.

b) Defina analiticamente a superficie esférica tangente a todas as faces do cubo.

c) Determine k, caso exista, de modo que o vector u = (k2 +2k, k2 - 1,3) seja

— s

|
. |
colinear com CH . L O L L  »

d) Sendo M e N os pontos médios das arestas [AB] e [EF], respectivamente, b A(2.2,0)
determine as coordenadas do ponto P<[HE] sabendo que a secgéo plana ‘/X o
determinada no cubo pelo plano MNP é um quadrado.

10. No referencial ortonormado Oxyz, [ABC] é um tridngulo rectadngulo em B contido no A
plano yoz. 7
Na unidade considerada, OC=4 e OB=5. A B

a) Defina por equagbes cartesianas a recta AC.

b) Considere que o tridngulo [ABC] roda uma volta completa em torno do eixo Oy. o) >

b1) Defina analiticamente a linha que o ponto A descreve no plano xOz na X
referida rotagéo.

b2) Calcule o volume do sélido gerado pelo tridngulo [ABC] na rotagéo descrita.



11. A embalagem de um certo gelado é uma superficie esférica.
Num referencial ortonormado essa superficie tem por equacgéo: x? + y2 +2%=13.

a) O bordo da “tampa” da embalagem é uma circunferéncia que se obtém seccionando a 6
superficie esférica por um plano B, de cota positiva e paralelo a xOy.
Sabendo que, na unidade considerada, o bordo da “tampa” tem perimetro igual a 27 ,
escreva uma equagéo do plano f.

b) Verifique que o ponto A (2, 3, 0) pertence a superficie esférica e determine as
coordenadas do ponto B, de modo que [AB] seja didmetro da superficie esférica.

¢) Seja a o plano mediador (perpendicular no ponto médio) do segmento [AB].
Determine k € IR de modo que o seja perpendicular ao plano definido por ky —2x =z .

d) Defina analiticamente o segmento de recta [OA].

12. Seja o 0 plano de equagdo 5x+y =3z+3.

a) Defina por uma condicéo vectorial a recta perpendicular a o € que passa pelo ponto de intersec¢do de o com o
eixo Oy.

b) Para cada nimero real k a equagao kx + (3 —5k)y +z =0 representa um plano 7z .

b1) Mostre que qualquer que seja k, 7, e o sdo perpendiculares.

b2) Diga, justificando, se existe k € IR tal que 7, seja plano mediador do segmento [OA], sendo O a
origem do referencial e A (1, -2, 1).

13. Considere, num referencial ortonormado Oxyz, a superficie esférica de equagéo

B A
x? +y2 +2%2 =25,
e A superficie esférica esta representada na figura junta.
e Os pontos A, B e C s&o pontos dessa superficie.
e O ponto A tem coordenadas (0, 4, 3).
e O ponto B tem coordenadas (0, -4, 3).
e O ponto C é um ponto de cota negativa do eixo Oz. C

a) (Considere todos os tridngulos cujos vértices s&o pontos de intersecgdo desta superficie esférica com os eixos
do referencial.
Escolhido um desses tridngulos ao acaso, determine a probabilidade de estar contido no plano definido por
z =0. Indique o resultado em forma de percentagem.)

b) Mostre que uma equagéao do plano tangente a superficie esférica no ponto Aé 4y +3z=25.
(Note que um plano tangente a uma superficie esférica é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.)

c) Justifique que C tem coordenadas (0, 0, -5) e determine as coordenadas do ponto de intersecgao do plano
referido na alinea anterior com a recta BC.

d) Calcule tg (ACB).



14. Considere, num referencial 0. n. Oxyz, um cilindro de revolugdo como o representado
na figura junta.

e A base inferior do cilindro tem centro na origem O do referencial e esta contida

no plano xOy. r
e [BC] é um didametro da base inferior, contido no eixo Oy. O ponto C tem

coordenadas (0, -5, 0). ! D
e O ponto A pertence a circunferéncia que limita a base inferior do cilindro e tem !

coordenadas (4, 3, 0). !
e Arecta r passa no ponto B e é paralela ao eixo Oz. |
e O ponto D pertence a recta r e a circunferéncia que limita a base superior do 1

cilindro. |

l
- - - - -
a) Justifique que a recta AC é perpendicular a recta AB. c b B
b) Escreva uma equacgao vectorial da recta r. / A
X

N
c) Justifique que AC é um vector perpendicular ao plano ABD.
Determine uma equacao deste plano.

d) Designando por o a amplitude, em radianos, do angulo BOD, mostre que o volume do cilindro é dado por

V(a)=1257tg o , com a e }o,%[ .

(Determine lim V(«) e interprete o resultado obtido.)

T
a—->—
2
15. Considere o prisma hexagonal regular representado num referencial o. n. Oxyz. A
Sabe-se que: 5
I
e 0s pontos A, B e C pertencem a base inferior do prisma, a qual esta contidano D : :
plano xoy e tem por centro a origem do referencial; = F
| |
e os pontos D, E, F e G pertencem a base superior do prisma, a qual esta ! | !
contida no plano de equagdo z=12; ; ! ;
e 0 ponto C tem coordenadas (0, 4, 0). | | |
|
]
|
a) Mostre que o ponto B tem coordenadas («/E, 2, 0) e aproveite este resultado i ! i
para justificar que o ponto G tem coordenadas (- \/ﬁ 2,12). | i |
| |
b) Mostre que a recta DG pode ser definida pela condigdo T 617 | Jc
\/§x+y=—4 A z=12. g >
B
c) Determine a intersecgéo da recta DG com o plano que contém a face [ABFE]
do prisma. X
16. Na figura esta representado um cubo, em referencial 0. n. Oxyz. A
e O vértice O coincide com a origem do referencial.
-— . . S T
e O vértice R pertence ao semieixo positivo Ox. ‘
e O vértice P pertence ao semieixo positivo Oy. v ! U
e O vértice S pertence ao semieixo positivo Oz. 1
e AabcissadeR é 2.
o: P
|
a) Determine uma equacéao cartesiana do plano PUV. ST T T T T T T >
b) Mostre que o raio da superficie esférica que contém os oito vértices do R,
cubo é \/5 e determine uma equagao dessa superficie esférica. X Q

c) Calcule a area da regiao do plano PUV compreendida entre a secgéo
determinada por esse plano, no cubo, e a secgédo determinada pelo mesmo plano, na superficie esférica
referida na alinea anterior.



SOLUCOES

10.

1.

b)
c)

d)

b)
c)

d)

a)
b)
c)

d)

a)

b)

a)

b)
c)

d)

V (0; 0; 14,7).
X+y-tg52°z+23=0.
(x,¥,2) =(2-10)+ k(-115115-14,7), k € IR .

O lugar geométrico é a circunferéncia de raio 2
unidades, centrada em A, assente sobre o plano
de equacédo x—y—-23=0.

Uma condicao é:

(x-115)° +(y +115)° +z2 =4 A x-y-23=0

v=(0,0,1) e w=(-520) (p.e.), pois
vu=wu=0.

1,19 rad.

2x+5y-5=0.

O sistema é impossivel e, portanto, os trés
planos n&o se intersectam. Os planos
intersectam-se dois a dois segundo rectas
paralelas.

X+z=2.
x2+y2+(z—2)2:4.
k=1.

P (2,2-243 , 4).
x=0 A 3y+4z-12=0.

x?+22=9 A y=0.

24r .

3x=2y A z=0 A 0<x<2.

12.
a)

b)

13.
a)
b)

d)

14.
a)
b)
c)
d)

15.
a)
b)

c)
16.

a)

b)

c)

(X, v,2)=(0,3,0)+k(5,1,-3), kelR.

N&o existe qualquer k € IR que verifique a

condigéo.

(20%.)

(x,y,2)=(0,5,0)+k(0,0,1), k cIR.

x+2y—-10=0.
(+00.)

(243, -10, 12).
x-z=0.

x=102+(y-N2+(z-1)%=3.

37[—4\/5.

O Professor
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a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

a)

Designando por E o ponto de intersecgéo do eixo Oy com a aresta [BC], temos tfg 52°=

Logo, OV = %x tg 52°~ 14,7 . Assim, V (0; 0;14,7)..

ov

Designando por P (x, y, z) um ponto genérico do plano considerado, os vectores DP = (x+115;y+115;2z) e

\7é =(115;115;0)-(0; 0; 11,5 x tg 52°) = (11,5; 115; — 11,5 x tg 52°) s&o perpendiculares.
Assim,

DPVB=0 < 115x(x+115)+115x(y +115)—115x zx tg 52°= 0

< X+y-—ztg 52°+23 =0

Portanto, x + y —tg 52°.z+23 =0 é uma equagao cartesiana do plano considerado.

Como VC = (-115;115;0)-(0; 0; 11,5 x tg 52°) = (-11,5; 11,5; - 11,5 x tg 52°), uma equagao vectorial da recta

considerada é: (x,y,z)=(2,—1,0)+ k(-115;115; —-115x tg 52°), k € IR .

O lugar geométrico considerado € a circunferéncia de raio 2 unidades, centrada em A, assente sobre o plano

perpendicular a AC e que passa em A.

Determinemos uma equagao cartesiana do plano considerado. Um vector normal ao plano é v = (1, -1, 0), pelo

que a equacéo procurada € do tipo x —y +d =0. Dado que A é um ponto desse plano, entao as suas

coordenadas tém de verificar a equagao anterior. Assim, como 115—-(-115)+d =0 < d = -23, uma equagéo

do plano considerado é x -y —-23=0.

Logo, uma condi¢édo que caracteriza o lugar geométrico é: (x —1 1,5)2 +(y +1 1,5)2 +z2=4 A x- y—-23=0.

Por exemplo, v =(0,0,1) e w =(-5,2,0), pois v.u=0x2+0x5+1x0=0 e w.u=-10+10+0=0 (cada um
v

destes vectores € perpendicular ao vector dado) e ndo existe um k real tal que
nao sao colineares).

Ora, cos (U €4) = (2501000 __2 2429 . Logo, i é; =cos™ —2\2/5_9

\/22+52X\/1_2_@: 29

~119 rad..

= kw (estes dois vectores

Um vector normal ao plano é u = (2, 5, 0), pelo que a equag&o procurada ¢ do tipo 2x +5y +d = 0. Dado que
o ponto (0, 1, 0) € um ponto desse plano, entdo as suas coordenadas tém de verificar a equagao anterior.
Assim, como 5+ d =0 < d = -5, uma equacgao do plano considerado é 2x +5y —-5=0.

Como o sistema das equacdes desses trés planos é impossivel, os trés planos ndo
se intersectam.

2x+5y =5 2x+5y =5 Ox+0y =2
(2)3x+y+z=1 < 2x+5y=3 < {2x+5y=3
(1) |3y -2z =1 X+y+z=1 X+y+z=1

Visto que ndo ha planos paralelos (atente em vectores normais a esses planos: nao

ha um par de vectores colineares), os planos intersectam-se dois a dois segundo rectas paralelas.

Comecemos por determinar a familia de vectores perpendiculares ao plano considerado, isto €, perpendiculares

a dois vectores nao colineares desse plano.
Ora, DF = (-4, 4,4) e FG = (0, — 4, 0). Assim,



ADF =0 - (a,b,c)(-4,4,4)=0 —4a+4b+4c=0 - b=0
(a,b,c)(0,-4,0)=0 -4b=0 a=c

Portanto, n =(a, 0, a), com a e IR\ {0}, traduz a familia de vectores ndo nulos perpendiculares a esse plano.
Considere-se um desses vectores - nq = (1,0, 1), por exemplo - e P (x, y, z) um ponto genérico do plano
considerado. Dado que os vectores a seguir indicados séo perpendiculares, temos:

DPfi;=0 < (x-2y+2,2).(10,1)=0
& x+z-2=0
Portanto, x +z—-2 =0 é uma equagéo cartesiana do plano DFG.
b) Dado que essa superficie esférica tem raio 2 e centro no ponto de coordenadas (0, 0, 2), pode ser definida pela
condigéo x? +y2 + (z—2)2 =4,
c) Para que os vectores considerados sejam colineares, as suas coordenadas n&o nulas terdo de ser

proporcionais. Dado que U = (k2 +2k,k? - 1,3) e CH = (4,0,4), entdo tera de ser:

2
k“+2k 3 k:—2i\/4+12 k=-3 v k=1

=T o o e T e ke
K210 k=-1 v k=1 R

d) Como Pe[HE], entdo P (2, y, 4) com -2 <y < 2. Para que a secgdo plana determinada no cubo pelo plano

MNP seja um quadrado, tera de ser PN =NM =4 (porqué?). Logo,

2 2 2 _ o2 _ _o_ -
(2-0%+(y-22+(4-4 =16 _ [(y-2?=12 _ [y=2-2/3 v y=2+23 _ y-2-23.
-2<y<2 -2<y<2 -2<y<2

Portanto, P(2,2-24/3, 4).

10.
a) Como A=(0,0,3), C=(0,4,0) e B=(0, 4, 3) (porqué?), entdao um vector director da recta é o vector
76 =(0, 4, - 3), podendo a recta AC ser definida parametricamente por:
x=0
y=0+4k ,kelR
z=3-3k
. A y z-3
Logo, eliminando o parédmetro k, x =0 A Z = 3 e, portanto, x=0 A 3y+4z-12=0.
b1)Nessa rotagéo, o ponto A descreve uma circunferéncia no plano xOz, com centro em O e raio O_A, que pode
ser definida pela condi¢do x? +z2=9 A y=0.
b2)Nessa mesma rotacéo, consideremos o rectangulo [OABC], decomposto nos tridngulos rectangulos [ABC] e
[AOC]. O volume pedido é a diferenca entre os volumes dos solidos gerados pelo rectangulo [OABC] e pelo
triangulo rectangulo [AOC], respectivamente um cilindro e um cone.
_2 —_—
Assim, V = zxOA xOC—M:%xnxOA XOC:§X7ZX9X4=24H.
1.

a) Como o perimetro é 2 , o bordo da tampa tem uma unidade de raio.
— [==2 —=2
Assim, 0Q =yOP~ -PQ" =+13-1=243 , pelo que Q (0,0, 2y/3).
Logo, z= 2\/5 € uma equagcéo do plano f.

b) Ora, 22 +32+0% =13 < 13 =13 . Como as coordenadas do ponto A verificam
a equagao da superficie esférica, entdo A é um dos seus pontos.

Ora, B=A+2xA0=(2,3,0)+2x(-2 —3,0)=(-2,—3,0).




c) Dois vectores normais aos planos considerados sdo, respectivamente, AO = (-4,-6,0) e n=(-2,k,—-1). Para
que os planos sejam perpendiculares, estes vectores também terdo de ser perpendiculares. Assim,

AOA=0 < 8-6k=0

_4
& k_3

d) Uma condigao vectorial que define o segmento [AO] é (x,y,z) =(2,3,0)+ k(-2,-3,0), k [O, 1], donde:

k:x—2
x=2-2k —23
y=3-3k ke[o1] o k:y;s kelo1]
z=0 z=0
Logo,(x_zzzy—_B3 z=0 A 0<x<2) & 3x=2y A z=0 A 0<x<2 define analiticamente o

segmento de recta [OA].

12.

a) Comecemos por determinar a intersecgéo do plano a. com o eixo Oy:

5x+y-3z=3 x=0
x=0 < 1z=0 Logo, Q (0, 3,0).
z=0 y=3

O vector n, = (5,1, - 3), normal ao plano a, é director da recta pedida. Assim, uma equagao vectorial da recta
pedida é (x,y,z)=(0,3,0)+ k(5,1 -3), kelR.

b1)Os vectores n, =(5,1,-3) e ﬁ,,k = (k, 3 -5k, 1) (ndo nulos) sdo normais, respectivamente aos planos
referidos. Ora, ﬁa.ﬁ,[k =5k +3-5k-3 =0, Vk €IR . Logo, sendo perpendiculares estes dois vectores para
todo o k real, os planos sao perpendiculares qualquer se seja k.

b2)Para que um desses planos seja o plano mediador do segmento [OA], o ponto A tem de pertencer a esse plano

€ os vectores ﬁ,[k =(k,3-5k,1) e CTA =(1,-2,1) tém de ser colineares. Ora,

=
1]
=

k 3-5k

1= -2

k-2.(3-5k)+1=0
e
1

Logo, ndo existe qualquer k € IR que verifique a condi¢cdo formulada.

13.

a) Os trés eixos coordenados intersectam essa superficie esférica em seis
pontos (dois por eixo), sendo quaisquer trés deles ndo colineares.
Portanto, escolhidos quaisquer 3 desses pontos eles definem um
tridangulo. Se se der ao trabalho, podera confirmar que com esses 6
pontos se podem definir 20 triangulos distintos (basta contar os
subconjuntos de {C,D,E,F.G,H} com trés elementos). Desses 20
tridngulos, apenas 4 deles ([DEF], [DEG], DFG] e [EFG]) estdo contidos
no plano definido por z=0.

Logo, a probabilidade pedida é p = % =20% .

b) Basta mostrar que o ponto A pertence a esse plano e que o vector OA
€ normal ao plano. O que se verifica:

Ora, 4x4+3x3=25 < 25=25, logo A pertence ao plano considerado;
Como OA = (0,4,3)=n,,sendo n, um vector normal ao plano o, entdo também OA & normal ao plano.

c) As coordenadas do ponto C sdo tais que x? +y2 + 22 =25AX=0Ay=0Az<0=x=0Ay=0Az=-5,
pois C pertence a superficie esférica e ao semieixo negativo Oz. Logo, C (0,0, -5).



14.

15.

d)

b)

c)

d)

a)

b)

Como a recta BC pode ser definida por x =0 - %: iss pois BC: (x,y,z)=(0,0,5)+k(0,4,-8), ke IR,

temos:
(2)[4y +3z=25 2z=70 x=0
x=0 < 1x=0 & z=35
(1) |-8y—-4z=20 4y +3z=25 y =-20

Logo, o ponto pedido tem coordenadas (0, — 20, 35).

CACB (0,4,8).(0,-4,8) —-16+64 3

Ora, cos (AéB) == = =— . Como o angulo é agudo (porqué), entdo
“CA _”CB“ J16 164 x 16 + 64 80 5
- 4 A 4 3 4
sen (ACB) = +.1— (2)2 =2 ¢, portanto, tg (ACB) =~ + = =2 .
(ACB)=+{1-(2)* =C e.p 9 (ACB)=—+ o=
O arco CAB é um arco de semicircunferéncia, logo o angulo inscrito CAB é recto. Assim, as rectas concorrentes

AC e AB séo perpendiculares.

Uma equagao vectorial darectaré (x,y, z)=(0,5,0)+k(0,0,1), ke IR.

Como a recta r é perpendicular ao plano xQOy, é perpendicular a todas rectas desse plano e, particularmente, a
recta AC. Logo o vector AC ¢é perpendicular & recta r. (1)

Ja justificamos na alinea a) que a rectas AC e AB sao perpendiculares. Logo o vector AC & perpendicular a
recta AB. (2)

Portanto, por (1) e (2), podemos concluir que o vector AC & perpendicular ao plano ABD, pois é perpendicular
a duas rectas concorrentes desse plano.

Um vector normal ao plano é AC = (-4, -8,0), pelo que a equacdo procurada é do tipo -4x -8y +d =0.
Dado que o ponto B (0, 5, 0) € um ponto desse plano, entdo as suas coordenadas tém de verificar a equagéo
anterior. Assim, como 0-40+d =0 < d =40, uma equagao do plano considerado é x+2y -10=0.

_2 R
O volume do cilindro é dado por V =zx0B xBD.

Considerando o triangulo rectangulo [OBD], temos fg a = 5=D < BD = @.tg a,com ae }0%{ .

_2 R
Assim, vem V(a)=7zx0B xOBxtg a =125.7tg o ,com «a € }0%{ ,sendo lim V(&) =+, pois

s
a—>=

lim tg a = +wo . Podemos fazer a seguinte interpretac&o: o volume do cilindro pode ser téo grande quanto se

4
a——

2
queira, desde que o angulo BOD se aproxime suficientemente do angulo recto.

Como sabemos, um hexagono regular pode ser circunscrito por uma circunferéncia de raio igual ao lado do
hexagono. Designando por Q o ponto de intersecgédo da aresta [AB] com o eixo Ox, podemos considerar o

triangulo rectangulo [OQB], onde @ -2 e OB=4. Assim, &) = V42 22 ﬁ e, portanto, B(JE, 2,0).
Ora, F=B+ 55 ,donde F = (ﬂ, 2,0)+(0,0,12) = (ﬂ, 2,12) . Como G é simétrico de F em relagéo ao
plano yOz, vem G = (—/12, 2,12)..

Como D = (0, - 4,12) , entdo DG = (—12, 2,12) - (0, — 4,12) = (~2+/3, 6, 0) . Assim, uma equac&o vectorial da
recta DG pode ser (x, y, z) =(0,—4,12) + k(—2\/§, 6,0), k € IR, donde se obtém:

z=12 ~x X =yg4 e, portanto, z=12 A \/§x+y=—4,c.q.m..
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c)

a)

b)

c)

Ora, (z=12 & \/§x+y =4)AX= 2\/5 & X = 2\/5 A y=-10 A z=12.Portanto, a intersec¢do da
recta DG com o plano que contém a face [ABFE] é o ponto de coordenadas (2\/5, -10,12).

O plano considerado intersecta o cubo segundo o rectangulo [OPUV]. Ora, as rectas UP e OT sé&o
perpendiculares, pois as diagonais da face de um cubo séo perpendiculares. Por outro lado, a recta UV é
perpendicular ao plano PQU, logo perpendicular a recta QT contida nesse plano.

Assim, podemos concluir que o vector ﬁ =(-2,0,2) é normal ao plano PUV, pelo que a equagao procurada é
do tipo —2x+2z+d =0 . Dado que o ponto V (2, 0, 2) € um ponto desse plano, entdo as suas coordenadas

tém de verificar a equagao anterior. Assim, como -4 +4 +d =0 < d =0, uma equagao do plano considerado
é x-z=0.

O centro dessa superficie esférica é o centro do cubo, que designaremos por A (1,1,1). Logo, o raio é

r=RA= \/(1 - 2)2 +(1- 0)2 +(1- 0)2 = \/5 , ¢.q.m.. Portanto, essa superficie esférica pode ser definida pela
equaggo (x—1)2 +(y-1N02+(z-12%=3.

A area pedida corresponde a sombreada na figura ao lado, onde [OPUV] é um

i Lt 0 P
rectangulo inscrito num circulo de raio V3 . Dado que UV =2 e OV = 22, adrea Q
pedidaé A=7zx(\3)2 —2x242 =37 -44/2.
A
v @" 20

O Professor



