Escola Secundaria/2,3 da Sé-Lamego
Proposta de Resoluc¢ao da Ficha de Trabalho do GAVE

Ano Lectivo 2009/10 Geometria 2 10.° Ano
Nome: N.c: Turma: ___
1. v A
A B
a)
Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos A e B: /
2 2 _ o2 a2 _ _ 92 _
(x=2)"+(y-3) _5<:> (x=2)"+(5-3) _5<:> (x—2) _1©
y=5 y=5 y=5
X-2=+1 x=1 x=3
= o v
y=5 y=5 |y=5

Portanto, A(1,5) e B(3,5).

i

Os pontos D e C possuem ordenadas inferiores a 5 e abcissas iguais as dos
pontos A e B, respectivamente, ja que as rectas AD e BC sao perpendiculares a
recta AB. Assim, temos:

(x=2+(y-8°=5 _ J(1-2°+(y-3)"=5 _ [(y-8)°=4 _ [y-3=%2 _ [y=1 [y=5
x=1 x=1 x=1 x=1

(x=2+(y=3)" =5 _ [(3-27+(y-8Y =5 _ |[(y-8Y=4 _ [y-3=22 _ [y=1 [y=5
x=3 x=3 x=3 x=3 x=3 [x=3

Portanto, C(3,1) e D(1,1).

b)
Determinemos as coordenadas dos pontos de intersecgao da circunferéncia com o eixo Oy:
2 2 _ 92 a2y _ a2 _ _3_ - -
(x=2)"+(y-3) —5© (0-2)+(y-3) —5C> (y-3) —1<:> y-3 i1<:> y 2v y=4
x=0 x=0 x=0 x=0 x=0 |x=0
Esses pontos sdo E(0,2) e F(0,4).
Dado que AB = EF =2, entéo as cordas [AB] e [EF] sdo geometricamente iguais. Logo, as areas consideradas
sdo iguais, pois s&o delimitadas por cordas geometricamente iguais da mesma circunferéncia.
c)
Uma condic&o que define a regido considerada é: (x—2)?+(y—3)2<5 A (x<1vx=3vy<ivy=5).
2. y
a)
O ponto C (e G também) possui abcissa nula, logo: ) [
2 2 _ 2 a2 _ _B6)\2 =
(x+4) +(y-6) _25<:> (0+4) +(y-6) _25<:> (y—6) _9<:> A B
x=0 x=0 x=0
6=+ = = JiA
- y-6=13 - y=3 g y=9
x=0 x=0 |x=0 G
f/
Portanto, C(0,9) (e G(0,3)), c.q.m.. >
Q X
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b)

c)

d)

a)

b)

Como a corda [CD] é paralela ao eixo Ox, o ponto D tem a mesma ordenada que o ponto C. Assim, temos:

(x+4)2+(y-6% =25 [(x+42+(9-6)2=25 [(x+4)*=16 {x+4—t4 {x-o {x——s
R R L R \
y=9 y=9 y=9 y=9 y=9 |y=9

Logo, D(-8,9), c.q.m..

A mediatriz do segmento de recta [AD] é o lugar geométrico dos pontos P (x,y) do plano coordenado
equidistantes de A(—4,6) e D(-8,9). Assim, vem:

PA=PD Jx+4 +(y —6)2 =J(x +8)2 +(y —9)

f=—
& (x+4P+(y-6)Y =(x+8Y +(y-9)
o X +8x+16+ )2 —12y+36 = X7 +16x+64+ )2 —18y +81
< 6y-8x-93=0
= yfﬂx+3—1
372

A equacao da mediatriz de [AD], na forma pedida, é y = %x+% .

Uma condicdo que define a regido considerada é: (x+4)2+(y—6)2£25 A —4<x<0 A y<B6.
P[ABCD]=E+?C+E+ﬁ:4+3+8+5:20_

Como um losango tem os lados iguais, entdo DE = DA = AF =5.
Como os lados opostos de um losango séo paralelos, entdo [DE] é também paralelo ao eixo Oy.

Assim, F(-4,1) e E(-8,4).

DF xAE _ J(8+42 +(9-1)% x /(-4 +8) +(6—4)° _16+64x16+4 _4V5x 25 _

Logo, A[ADEF] = 5 > > Z 20.
A
y
|
|
2, .2 2 _ 2 _ __ _ WA
X“+y —6<:> 4+y —6C> y —2<:> y= \/EV x =2 ‘
X=2 X=2 x=2 x=2 x=2 1 R
[ [¢] ; x
|
|

Portanto, A(2,42) e B(2,—/2).

@

Seja M(2,0) o ponto médio do segmento de recta [AB].

Asscy zlxﬁchA _22x(/6+2) _J12+2J2 _2J3+2V2
2 2 2 4 2 2
Portanto, metade da area do tridangulo [ABC] € um valor aproximado de = com erro inferior a 0,01.

Ora, =2 +3 =3,146264 .
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b)

a)

b)

d)

A mediatriz do segmento de recta [AB] € o lugar geométrico dos pontos Q(x,y) do plano coordenado

equidistantes de A(1,1) e B(3,3). Assim, vem:

QA=0B & (x-17+(y-17 =(x-37 +(y-3)

e (x=1P+(y -1 =(x-3Y +(y -3y

= /—2x+1+>{—2y+1:/—6x+9+>{—6y+9
& 4x+4y-16=0

< y=-x+4

Uma equacao da mediatrizde [AB] é y =—-x+4 .

Como a ordenada de P é dupla da abcissa e P é um
ponto da recta m, mediatriz de [AB], vem:

4
{y:—x+4 {2x=—x+4 X=3
y =2x y =2x _8
Y73
4 8
Logo, P(=,=). ——
g (3 3) +

ACirgu/o Grande ~— AC/'rculo Pequeno

A =
8 4
B 7I><(3\/§)2—7[><(\/§)2 5T
- 8
_ 18z-2n
- 8
= 2r

Considerando A(-x,x),com x>0, serd B(x+3,x+3),com x>0.
Logo, AO=x+2 e BO=(x+3n2,com x>0.

Assim, considerando que A5 =10 e que é rectangulo em O, temos:

X 2X(X+3)\/§:10 {X(X+3)=1O X:_3$ V9+40 A
2 = 0 = 2 =
x>0 x> x>0
_ 8]
_3%7 {x:—S\/x:2
R 2 & S x=2
x>0
x>0

Logo, A(-2,2) e B(5,5).

As semi-rectas OA e OB sdo perpendiculares. Logo, o angulo inscrito AOB é

recto, pelo que o arco AB tem 180° de amplitude. Portanto, [AB] € um diametro
da circunferéncia.

Ver figura a direita.

[ X
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c)

A altura do tidngulo [AOB], relativa a base [AB] ¢ também a altura dos tmidngulos [AMO] e
[OM B], relativa as bases [AM] e [M B], respectivamente. Como estas duas bases sio iguais, os dois
tridngulos tém bases iguais e alturas 1guais, pelo que tém areas iguais.

Outro processo:  Tragando a altura do tridngulo [OMB] a partir de M, o méngulo [OMB]| fica
dividido em dois tridngulos geometricamente iguais, semelhantes ao tridngulo [AOR]. Como M € o
ponto médio do segmento [AB], a razio de semelhanga € igual a % e, portanto, a area de cada um
destes dois tridngulos € igual a % da area do triingulo [AORB]. Assim, a drea do trifingulo [OM B] é

metade da drea do triingulo [AOB]|, pelo que as dreas dos trifingulos [AMO] e [OMB] sio iguais.

Sendo Q(x,y) e P(0,1), entdo PQ =+x?+(y—1).
Considerando que x2 =4y, vem PQ =4y +(y —12 = /4y +y2 -2y +1=1Jy? + 2y +1=/(y +1? .

Dado que a condigdo x2 =4y impde que y >0, jaque x>>0,VxeR, entdo PQ=+/(y+1> =y +1,com y>0.

b)

d)

Ar =2x(30x30)+2x(30x15)+2x(30x15)=3600.  feeee

—
O plano mediador da diagonal espacial [OA] € o lugar geométrico dos pontos ¥
P(x,y,z) do espacgo equidistantes de O(0,0,0) e A(30,30,15).
Assim, vem:

PO=PA « x2+y?+2% =\[(x=3072+(y-30) +(z-15)
o X2 +y?+7% =(x-30)2 +(y -30)* +(z-15)>
e A4V 4 A = X 60x+900+ )2 —60y +900+ £ ~307+225
< 60x+60y+30z=2025
< 4x+4y+2z=135

Uma condi¢do que define a face do prisma contida no plano xOz é:

0<x<30 A y=0 A 0<z<15

Consideremos a secg¢ao produzida na esfera pelo plano de equagdo x =15,

representada na figura ao lado.
Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo rectangulo [RST], vem:

82+162—32r+r2:r2Qr:?—zo@r:m

Deste modo, a esfera tem de raio 10 unidades e centro em R(15,15,21).

Assim, a condigdo (x—15)% +(y —15)? +(z-21> <100 A z>15 define o
sélido que é parte da esfera.
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a)
O centro da superficie esférica ¢ C(1,1,1) eoraio & r=1++/3 -2z, =1+/3-1=1/3.
Logo, (x—1)2+(y =12 +(z-1)? =3 é uma equagao dessa superficie esférica.
Seja Q(a,a,a) o ponto genérico de coordenadas iguais que pertence a essa superficie esférica. Deste modo, as
coordenadas desse ponto terdo de verificar a equacgao anterior:
(@a-1?+(@-12?+@-1=3<(@a-1)?=1<a-1=l<a=0va=2
Portanto, esses dois pontos sdo Q,(0,0,0) e Q,(2,2,2).
b)
Determinemos as coordenadas do ponto médio do segmento [QQy]: M[Q102] = (%% 2 ; 0] =(111).
Dado que o ponto médio do segmento [Q;Q,] é o centro da superficie esférica, entdo o segmento de recta cujos
extremos s&o os pontos da superficie esférica que tém as trés coordenadas iguais € um didmetro dessa
superficie esférica.
Alternativa: Mostre que QQ, = 2r , isto é, QQ, =23 .
c)
A diagonal espacial do cubo inscrito nessa superficie esférica € um didmetro dessa superficie esférica.
Dado que o comprimento da diagonal espacial de um cubo é J3 vezes superior ao comprimento da sua aresta,
isto é, % = \/5 , entdo o comprimento da aresta desse cubo é: a = 2\;/_35 =2.
a
Logo, o volume desse cubo é V = 2°=8 (unidades de volume).
9.
a)
Para P pertencer ao 3.° octante (ndo incluindo os planos coordenados) tera de ser:
1-a<0
a—2<0©{a <ae|l2
a
J5>0
b)
Uma equacio da superficie esférica considerada é (x -1 +(y +4)* +z%> =25 .
Para que o ponto P pertenga a superficie esférica, as suas coordenadas terdo de verificar a equagéo dessa
superficie esférica. Assim, sera:
(1—a-12+(@-2+4P+(5672 =25 < a’+a’+4a+4+5=25
& a’+2a-8=0
—2+4+32
& a=———
2
-2+6
< a=
2
< a=-4va=2
c)

Como Q é o ponto simétrico do ponto P, em relagéo ao eixo das ordenadas, entdo Q(a—1,a-2, —\/5) .

Ora, PQ=+/(1-a—a+12+02+(\/5+5)% =(2-2a)% + (245> = J4—-8a+4a2+20 = 2\/a? ~2a+6 .

=2a’-4a+12 (u.a.).

2
2 2
Como [ a 2a+6} _ 4(a®-2a+6)

J2 2

, entdo a area desse quadrado é A = [2

e
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10.

b)

d)

Ora,

X2 +y? 422 —4x-4y-162=0 < (x-2)%-4+(y-2)°-4+(z-8)>-64=0
o (x-22+(y-272+(z-8% =72

Portanto, a superficie esférica considerada tem vértice em V (2,2,8) e raio

r =/72 =62 unidades.

Como a piramide é regular, o centro da base [OABC] é V'(2,2,0) e A(4,0,0),
B(4,4,0) e C(0,4,0).

A altura da piramide é:

W' = WA -V'A

(632)% - (24/2)?

Il
\‘
N

|
©

Portanto, o seu volume é V, = %x42 x8 = % (u.v.).

Vivoere) 1 x = , . 3 1
——— =—, entdo a razao r, entre os comprimentos das arestas correspondentes é tal que (r,)" =—,

Como
Vvoasc 8

donde r, = % .Assim, D, E, F e G sdo os pontos médios das arestas laterais da pirdmide [VOABC].

4+2 0+2 0+8 4+2 4+2 0+8 0+2 4+2 0+8
Logo, D ,—, =(3,14), E , , =(3,3,4), F , , =(1,3,4) e
9(222)()(222)()(222)()
G(O+2,0+2,O+8):(1,1’4).
2 2 2

O didmetro considerado dessa esfera tem por extremos os centros das bases das duas piramides, ou seja,

V'(2,2,0) e V"(2,2,4). Por isso, essa esfera tem raio r =

=2 e centro no ponto médio do segmento de

recta V'V, €'(252,232 0%4y 1559,
2 2 2

Assim, a condicdo (x —2)2 +(y —2)? +(z—-2)? < 4 define a esfera considerada.

A linha descrita pelo ponto V quando a pirdmide da uma volta completa em torno da aresta [AQ] é uma
circunferéncia com centro no ponto A’, ponto médio do segmento de recta [AO], e raio [VA].

Ora, A'(2,0,0) e VA'=/(2-2)2 +(2-0)2 +(8-0)% =+/4+64 = /68 = 2J17 .

Essa circunferéncia pode ser definida pela intersecgao da superficie esférica de centro e raio anteriormente
referidos com o plano que contém o ponto A’ e € paralelo ao plano coordenado yOz:

(x=2P+y?+72=68 A x=2
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1.

a)
Designando por d o comprimento da diagonal facial do cubo, vem:

a df¥ d
Vs =32(7+2) < (ﬁj +7r><[5j x$—32(7r+2)

VCuba VCllmdro
d3 3

d
—=+TX—=
242 42

PN d3+%><d3 =32(7r+2)x2v2

=327 +2)

2+ 7
X

5 d® =32(r+2)x22

0

 2x32(z+7)x 242
- =
d® =1282

o =2
d =82
d=4a82°
d=4y2

d3

0

g ¢ ¢ 00

Logo, o comprimento da aresta do cubo é a = AL =4,c.q.m..

2
b)
As coordenadas dos vértices do cubo sdo: A(2\/§, 0,0), B(O,2x/§,0), C(—2\/§, 0,0), D(O, —2\/5,0) ,
E(242,0,4), F(0,2v2,4), G(-22,0,4) e H(0,-2+/2,4).

c1)
Acondigio x=0 A y=-2J2 A 0<z<4 define analiticamente a aresta [DH].

c2)
A condigdo x?+y?+(z+4)><8 A z=-4 define analiticamente a base inferior do cilindro.

d)
Nas figuras ao lado estéo representadas duas vistas (de cima e lateral
direita) da secgéo produzida no sélido (dois rectangulos justapostos)
pelo plano considerado.

O plano seccionador determina nas bases do cubo dois segmentos de
recta ([P1Q1] e [P2Q2)), tais que f\:(C) :% (Tenha em consideragéo a
semelhanga dos triangulos [BPQ] e [BAC]).

Por outro lado, RT =\OR’ —OT~ = JV2)?2 —(V2)? =6 .
Assim, a area da secg¢ao determinada pelo plano considerado é:

A = Aqgipir2az) + Asirires2)

22 x4+2/6 x4
872 + 86

FIM
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