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O nuamero de ouro e a sucessao de Fibonacci

Sao conhecidas algumas relagdes entre 0 nimero de ouro e a sucessao de Fibonacci...
Em particular, sabemos que, quaisquer que sejam os dois primeiros termos de que se parta, a sucessao das razdes

1+\/§

2

entre termos consecutivos de uma sucessao de Fibonacci tem por limite ® = =161803398....

Relativamente a sucessédo exemplo, considerando os primeiros termos da sucesséo das razdes entre os seus termos

consecutivos, verificamos ser r; = Ys _ 2000 ~ 162338 .
u; 1232

16 144 160 304 464 768 1232 2000 3232 5232 8464 13696 22160 35856 58016
9 1,111 1,9 1,52632 1,65517 1,60417 1,62338 1,616 1,61881 1,61774 1,61815 1,61799 1,61805 1,61803

A estratégia

Procurando uma sequéncia de comprimento (utilizando a convengéo sugerida) superior a 8, sera de esperar encontrar
Vi1 2000

uma sucessao (v, )onde r' =
Vk Vk

seja um valor mais aproximado de ® do que 0 é r7 ~1,62338.

Ora, % ~ 1236,067977 .

E, portanto, legitimo esperar que a sucessao procurada seja tal que v, =1236 e v, 4 =2000.
Tendo em consideragéo que v,, = V,,,» —V,,,4 , determinemos os primeiros termos dessa sucess&o'":

Ordem 1 2 3 4 6 7 8 9 10 1 12 13
Termo 16 4 20 24 44 68 12 180 292 472 764 1236 2000

)]

Uma verificagao

Utilizando uma folha de calculo podemos constatar que a estratégia seguida n&o ¢é invalidada:

r'(k) r'(k)-(Fl) Comprimento
-1410 880 -530 350 -180 170 -10 160 150 310 460 770 1230 2000 1,626016 0,007982 7
1177 736 441 295 -146 149 3 152 155 307 462 769 1231 2000 1,624695 0,006661 9
-944 592 -352 240 -112 128 16 144 160 304 464 768 1232 2000 1,623377 0,005343 9/8
-711 448 -263 185 -78 107 29 136 165 301 466 767 1233 2000 1,62206 0,004026 9
478 304 -174 130 -44 86 42 128 170 298 468 766 1234 2000 1,620746 0,002712 9
245 160 -85 75 -10 65 55 120 175 295 470 765 1235 2000 1,619433 0,001399 9
12 16 4 20 24 44 68 112 180 292 472 764 1236 2000 1,618123 8,9E-05 13
221 128 93 -35 58 23 81 104 185 289 474 763 1237 2000 1,616815 -0,00122 10
454 272 182 90 92 2 94 96 190 286 476 762 1238 2000 1,615509 -0,00253 10
687 -416 271 -145 126 -19 107 88 195 283 478 761 1239 2000 1,614205 -0,00383 8
920 -560 360 -200 160 -40 120 80 200 280 480 760 1240 2000 1,612903 -0,00513 8
1153 -704 449 -255 194 -61 133 72 205 277 482 759 1241 2000 1,611604 -0,00643 8
1386 -848 538 -310 228 -82 146 64 210 274 484 758 1242 2000 1,610306 -0,00773 8

1 o L ~ o .
" por inércia, teria sido tentador parar a geragéo dos termos no valor 4, isto é, considerar ser v{ =4 .

Como nao foi imposta qualquer restrigado relativamente aos dois primeiros termos da sucesséo, € a sucessao
apresentada que deve ser considerada.

Alias, uma sucessao de comprimento 9, imediatamente possivel de criar a partir da considerada no exemplo, é
aquela que se obtém dessa acrescentando128 para primeiro termo.
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A prova

Considerando que o nimero de potenciais sequéncias ndo € muito elevado, optou-se por efectuar uma prova por

exaustdo recorrendo a um pequeno programa em QBasic e a uma folha de calculo.

Sem qualquer preocupacgao de optimizagao, foi criado um programa (Fibo1.bas) que determinasse os dois primeiros

termos de todas as sucessdes de Fibonacci que tivessem o termo 2000, com ordem superior ou igual a trés.

Foram encontradas 3546 sequéncias nessas circunstancias (Result1.txt):

Comprimento N Termo 1 Termo 2
5 1 1 666
3 2 1 1999
9 3 2 94
3 34 15 1985
13 35 16 4
8 36 16 144
4 3544 1998 1
3 3545 1998 2
3 3546 1999 1

Importados esses resultados para uma folha de calculo, foram gerados mais 11 termos de cada uma dessas
sucessodes e ordenaram-se os dados por ordem decrescente de comprimento. Apresentam-se de seguida os
primeiros dados assim obtidos (Result1.xls):

Comprimento N Termo1 Termo2 Termo3 Termo4 Termo5 Termo6 Termo7 Termo8 Termo9 Termo10 Termo 11 Termo 12 Termo 13

13 35 16 4 20 24 4 68 112 180 292 472 764 1236
12 8 4 20 24 44 68 112 180 292 472 764 1236 2000
1 46 20 24 44 68 112 180 202 472 764 1236 2000 3236
10 56 24 44 68 112 180 292 472 764 1236 2000 3236 5236
10 135 58 23 81 104 185 289 474 763 1237 2000 3237 5237
10 214 92 2 94 96 190 286 476 762 1238 2000 3238 5238

36 16 144 160 304 464 768 1232 2000 3232 5232 8464 13696
69 29 136 165 301 466 767 1233 2000 3233 5233 8466 13699

9 3 2 94 96 190 286 476 762 1238 2000 3238 5238 8476
9 54 23 81 104 185 280 474 763 1237 2000 3237 5237 8474
9 103 44 68 112 180 292 472 764 1236 2000 3236 5236 8472
9 152 65 55 120 175 205 470 765 1235 2000 3235 5235 8470
9 200 86 42 128 170 208 468 766 1234 2000 3234 5234 8468
9 249 107 29 136 165 301 466 767 1233 2000 3233 5233 8466
9 2% 128 16 144 160 304 464 768 1232 2000 3232 5232 8464
9 345 149 3 152 155 307 462 769 1231 2000 3231 5231 8462
8 6 3 152 155 307 462 769 1231 2000 3231 5231 8462 13693
8

8

2000
3236
5236
8472
8474
8476
13714
13711
13708
13705
13702
13699
13696
13693
22155
22160
22165

O programa Fibo2.bas permite obter as sucessées com comprimento superior ou igual a 8. As 33 sucessbdes obtidas

encontram-se no ficheiro Result2.txt e estdo ordenadas em Result2.xIs.

Comprimento N Termo 1 Termo 2
9 1 2 94
38 2 3 152
12 3 4 20
13 4 16 4
8 5 16 144
11 6 20 24
8 32 224 16
8 33 237 8

O programa Fibo3.bas permite obter todos os termos até ao termo 2000 das sucessdes com comprimento superior

ou igual a 8. As 33 sucessbes obtidas encontram-se no ficheiro Result3.txt.
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Comprimento N Termo 1 Termo 2

9 1 2 94
ul =2 u 2 = 94 u 3 = 96 u 4 = 190 u 5 = 286 u 6 = 476 u
7 = 762 u 8 = 1238 u 9 = 2000
Comprimento N Termo 1 Termo 2

8 2 3 152
ul-=3 u 2 = 152 u 3 = 155 u 4 = 307 u 5 = 462 u 6 = 769 u
7 = 1231 u 8 = 2000
Comprimento N Termo 1 Termo 2

12 3 4 20
ul-=4 u 2 = 20 u 3 = 24 u 4 = 44 ub = 68 u 6 = 112 u
7 = 180 u 8 = 292 u 9 = 472 u 10 = 764 u 1l = 1236 u 12 = 2000
Comprimento N Termo 1 Termo 2

13 4 16 4
ul =16 uz2-=4 u 3 =20 u 4 =24 ub =44 u 6 = 68 u
7 = 112 u 8 = 180 u 9 = 292 u 10 = 472 u ll = 764 u 12 = 1236 u
13 = 2000
Comprimento N Termo 1 Termo 2

8 32 224 16
ul = 224 u?2 = 16 u 3 = 240 u 4 = 256 u 5 = 496 u 6 = 752 u
7 = 1248 u 8 = 2000
Comprimento N Termo 1 Termo 2

38 33 237 8
ul = 237 u 2 =8 u 3 = 245 u 4 = 253 u 5 = 498 u 6 = 751 u
7 = 1249 u 8 = 2000
A resposta

A mais longa série de Fibonacci que inclui o termo 2000 tem comprimento 13, pode ser definida por

o) o)

2 2

€ 0s seus primeiros 20 termos sao:

Um abrago e um Bom 2 000’
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